Az Apolloniusrél elnevezett foladat altalanos alakjaban igy hangzik: Szerkesztendd olyan kér, mely hdrom adott
kort érint.

Apollonius 200 évvel élt K. e. O az érintési foladatokat kupszeletek segitségével oldotta meg.

Viéte francia mathematikus 1600-ban "Apollonius Gallus" cimd miivében 6nélléan targyalta e féladatot. Viéte ota
tobb kitiing mathematikus foglalkozott e foladattal. Igy tobbek kozott: Descartes, Newton, Lambert, Carnot, Gauss,
Binet, Gergonne, Pliicker, Poncelet, dr. Hunyadi Jeng stb.

A szerkesztéseknél minden lépten-nyomon egy-egy ily féladatra akadunk. Sok feladat végelemzésben ilyenre vezet-
het6 vissza.

Minthogy tankonyveink ezeket nem targyaljak, a kovetkez6kben adjuk kimeritd targyalasukat.

A foladatnak altaldban nyolc megoldédsa lehet. Ez esetek foltiintetése végett oly koroket tekintiink csak, melyek
egymast ne messék, ne érintsék és koziilok egyik se fekiidjék a maéasikban; mert e specidlis esetekben a megoldasok
szama aldbbszall.

Az adott koroknek eme emlitett kolcsonos helyzeténél a keresett kor érintheti a harom kort gy, hogy

1. mind a harmat kizarja (kizarélag),
2. mind harmat koriilfogja (bezarolag),
3. kett6t kizar, egyet koriilfog,

4. egyet kizar, kett6t koriilfog.

A 3. és 4. mindegyike harom megoldast tartalmaz, eszerint nyolc megoldas lehetséges.

Ha az egyenest végtelen nagy, a pontot pedig végtelen kis sugari kornek tekintjiik, akkor ez a foladat tiz esetet
foglal magéban, melyek, ha a pontot P-vel, az egyenest e-vel és a kort O-val jeloljiik a kovetkezok:

1.P, P, P;2.P, Pe;3.P, P,O;4.P,e,e;5.P, e, O;6.P, O, O;7.¢,e,¢e;8¢,¢, O;9.¢, O, O; 10. 0, O, O.

Am, az elsé és hetedik esettel nem kell kiilon foglalkoznunk, mert azonosak evvel a két foladattal; egy haromszog
koré, illetéleg oly kort szerkeszteni, mely egy hdromszog oldalait érinti; az utobbinak négy megoldasa van. A fennmarado
nyolc eset két csoportba oszthatd aszerint, amint az adatok kozott legalabb egy pont fordul el vagy egy sem.

Lassuk az eseteket sorra.

1. Adva van két pont és eqy egyenes. Keressiik azt a kért, mely a pontokon dtmenve az egyenest érinti.
Jelolje A és B az adott pontokat és e az adott egyenest. A keresett kornek hurja AB és e annak érintGje. Legyen
ezeknek k6zos pontja C' és e egyenesen F' az érintési pont. A C ponton athalado atszels és érintd kozott a kovetkezd

Osszefiiggés érvényes: CA - CB = ﬁz, azaz C'F meértani kézéparanyosa C A és CB szeleteknek.

E kozépardnyos szerkesztése végett AC folé félkort és B-ben AC-re merdlegest rajzolunk; ezek D kozos pontjanak
tavolsdga C-t6l a kivant mértani kozéparanyos. Ezt a kozt C-t6l e-re mérjilk F, illetSleg F-ig.

A keresett korok kozéppontjainak egyik mértani helye AB koznek szimmetralisa, a masik pedig E-ben, illet6leg
F-ben e-re allitott mersleges.

1I. Adva van két pont és egy kor. Keressik azt a kort, mely a pontokon dtmegy és a kort érinti.
Legyenek az adott pontok A és B és a kor kozéppontja O. Vezessiink A és B pontokon at tetszéleges, az adottat
C és D pontokban metsz6 kort és jeloljiilk CD és AB kozos pontjat E-vel.



Legyen az adott koron X az érintési pont; ekkor egyfeldl:
EB-EA=EX’,

mésfeldl: )
EC-ED=EX".

Ez utébbi egyenlet értelmében az adott korhéz E-bél érintSket rajzolunk, melyek az elsé egyenlet szerint a keresett
kornek is érint6i, mialtal az X és Y érintési pontokat kapjuk
A korok kozéppontjai egyrészt AB koznek szimmetralisan, masrészt az X O és YO egyeneseken fekiisznek.

II1. Adva van egy pont és két egyenes. Keressik ama kor kézéppontjit, mely a ponton dtmegy és az egyeneseket
érinti.

Legyenek a megadott elemek A, e és e;. A keresett kor kozéppontjanak egyik mértani helye az (e, e1) szog
szimmetralisa; ezért ez a kor A-nak B szimmetrids pontparjan is at fog haladni.
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Ezzel e foladatot visszavezettiik az I. esetre, melynél fogva oly kort kerestiink, mely A és B pontokon dtmegy és
az e vagy e egyenest érinti.

1V. Adva van egy pont, eqy egyenes és eqy kir. Keressiik ama kér kozéppontjdt, mely a ponton dthaladva az egyenest
és a kort érinti.

Legyen A az adott pont, e az egyenes és O a kor koézéppontja.

Tekintsiik a foladatot megoldottnak és jeldlje Oy a keresett kor kdzéppontjat



Emeljiink O-bol és O1-bdl merdlegeseket e-re; ezeknek talppontjai B és X. Az OD és O1 X parhuzamos sugarak
végs6 pontjainak DX 0sszekots egyenese az adott és a keresett kor Z bels6é hasonléségi pontjan halad at.
A BDX és CDZ derékszogl haromszogek hasonlosagabol kovetkezik, hogy:

CD:DZ =DX :BD,

vagy:
DC-DB=DX-DZ.

A DA és DX atszel6kon tamadt szeletekre nézve érvényes hogy:
DA-DE=DX - -DZ,

e két egyenlet Osszehasonlitasa adja, hogy
DC-DB=DA-DE,

azaz: A, B, C pontok E ponttal egyiitt egy kor keriiletén fekiisznek, mely kér A, B és C pontok altal meg van
hatéarozva, tehat O’ kozéppontja megszerkeszthets. E koron AD egyenes az E pontot megallapitja.

Igy ezt a foladatot is visszavezettilk az I. esetre, mely szerint oly kor szerkesztendd, mely A és E pontokon atmenve
e egyenest érinti. E koroknek koézéppontjai egyfel6l az AE koz szimmetréilisaban, masfelél az X és Y érintési pontokon
at e-re allitott merdlegesekben fekiisznek. Ha végiil e kozéppontokat Gsszekotjiik O-val, nyerjiik az adott koron az U
és Z érintési pontokat.

A foladatnak még két megoldasa van. Ugyanis: elGallitjuk ama segédkort, mely most A, B és D pontokon megy at
és jeldljiik kozéppontjat O”-vel; ezt a kort AC egyenes messe E' pontban. Végiil ama korok kézéppontjait keressiik,
melyek A és E' pontokon mennek 4t és e-t érintik. Ezek a korck az adottat koriilfogva érintik.

V. Adva van egy pont és két kir, szerkessziik meg azt a kort, mely e ponton dtmegy és a kiéroket érinti.
Jelolje A az adott pontot, O és O a korok kozéppontjait. Legyen Oj a keresett kor kozéppontja és X, Y az érintési
pontok. E pontok 0sszekots egyenese az adott kdrcket U, Z pontokban és a centralisukat H pontban metszi.

OYU«q=XYO1<=0:1XY<1=01XZa=01ZX<,

ebbdl kovetkezik, hogy OY || O1Z és hogy H az adott korok kiils6 hasonlosagi pontja.
Ennélfogva:
HX-HY =HB-HC;

mésfelsl:
HX -HY =HA-HD;



e szerint:
HB-HC=HA -HD;

Ez az utolso6 egyenlet azt mondja, hogy az A, B, C' és D pontok egyugyanazon koron fekiisznek, mely kort az A, B
és C pontok méar megallapitjak; kdzéppontja O és rajta a D pont is ismeretessé valik az AH egyenes segitségével.

A foladat ezek utédn a II. esetre vezetett, mely szerint az a kor keresendd, mely atmegy az A és D pontokon és
az adott korok valamelyikét érinti. Az ott megallapitott szerkesztés folytan oly segédkor sziikséges, mely az A és D
pontokon 4thaladva pl. O; kdzéppontt kort messe. Ez a kor a jelen esetben a méar folhasznélt O’ kdzéppontt kor lehet.
Az ennek segitségével nyert £ pontbol O korhoz rajzolt érint6k az X és Z érintési pontokra vezetnek.

A keresett korok Oy és Opy kozéppontjainak egyik mértani helye az AD koz szimmetrélisa, a masik az 01X és
017, illetsleg OU és OY egyenesek. (Az egyik kor az adottakat kizarolag, a masik bezardlag érinti.)

Ha ugyanezt a szerkesztést az adott korok belsé hasonlosagi pontjanak figyelembevételével ismételjiik, még két, a
foltételeket kielégits, kort nyeriink, melyek az adottak egyikét kizarolag, masikat koriilfogva érintik.

A foladatnak ezek szerint négy megoldéasa van.



