A geometria kézikonyvei a haromszog teriiletének (T') képletei kozott felsoroljak a kovetkezst is:
T = \/rrirars

Azonban csak ugy szoktak emliteni, mint érdekes numerikus Osszefliggést a teriilet és a haromszog négy érints
korének sugarai kozott.

Talan nem felesleges az a megjegyzés, hogy ennek a képletnek geometriai értelmezés is adhaté, agy hogy a levezetése
is nagyobbara geometriai Gton végezhetd.

Ebben a kozleményben ugyanis bebizonyitom a kovetkezs tételt:

Minden hdromszioghéz szerkeszthetd olyan négyszdg:

1. amelynek csicsai a korilirt kérre esnek €s terilete a hdromszdg teriiletével egyenld;

2. a négyszognek a’, b, ¢, d' oldalaibol alakitott

s —d. - S/—C/, s —d

3 )

kilonbségek (28’ = o' +V' + ¢ + d') sorra nem egyebek, mint az érinté kérok sugarai:
r, T1, T2, T3.

Ennek a tételnek kozvetlen kovetkezménye, hogy a négyszog teriiletét az oldalakkal kifejezve, az eliil emlitett
képletet kapjuk. Tehat joggal mondhatjuk, hogy ez a tétel a mondott képletnek geometriai tartalmét adja meg.

A bebizonyitashoz sziikséges segédtételeket elére bocsatom.

1. A magassdgi pontnak a hiromszog valamelyik csiucsdtol valé tavolsdga kétszer akkora, mint a korilirt kér kézép-
pontjinak tdvolsdga a csuccsal szemben fekvd oldaltol.

Ha az AB oldal felez$ pontja Co, koriilirt kor kézéppontja O és a magassagi pont M, azt kell megmutatni, hogy

CM =2-00Cs.

Q

E végbdl vonjuk (1. rajz)
BN | CM, CN || BM.

A CM BN parallelogrammaéban:
(1) BN =CM.

Minthogy tovdabba BNC< = CM B<t = 180° — A<, N pontja a koriilirt kornek, de mivel még NB | AB, AN atmeérs
(= 2R), tehat az O ponton atmegy. Ezért
AOC5A ~ ANBA,

s a hasonlosag ardnyszama 1 : 2; a honnan kovetkezik, hogy

NB =200,
vagy (1)-re valo tekintettel
(2) CM =2-0Cs.

Jeloljiik rovidség kedvéért, a magassagi pont tavolsagat az A, B, C cstcsoktol mf, mb, mi-vel, a koriilirt kor
kozéppontjanak tavolsdgat a szembenfekvs oldalaktol x1, xo, xg-mal, akkor még irhatjuk:

(2) my =21, my = 2z9, my = 2x3.

Az el6bbi bizonyitas hegyesszogi haromszogre vonatkozik, de tompaszogiire is valtozatlanul atvihetd.
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2. Az x1, x2, x3 tdvolsdigok kifejezhetdk a négy érintd kor sugaraival, v, r1, r2, r3- mal.
Ez Osszefiiggések geometriai levezetésére vonjuk meg az ABC haromszogben (2. rajz) pl. a C szog bels6 és kiilsé
szogfelezdit, melyek a koriilirt kort E-ben és F-ben messék.

Uy

Legyenek az érinté korok kozéppontjai O', Oy, Os, Os; vetiileteik az AB oldalon sorra K, Ky, Ko, Kz, a koriilirt
kor kbézéppontja O, az AB oldal felez6pontja C;.

Ugy, hogy CE L CF lévén, EF a koriilirt kor atméréje: O-n keresztiil megy; azonkiviil a miatt, hogy AF iv = FB
iv: EF 1 AB, tehat Cs is rajta van. Kovetkezoleg:

EF ||O'K'|| O1K; || O2K; || O3K3.
Mindenekel6tt a Co E tavolsagot fejezziik ki, mert
(3) CQE = R — I3

lévén, ezzel xs-ra is nyertiink kifejezést. (Tompaszogi haromszognel (C<t > 90°) xs-at negativ jellel kell venni.)
Fontoljuk meg erre nézve, hogy
AK; = BK' B

tehat még: /
CQKg = CQK R

amib6l kovetkezik, CoF || O'K' || O3K3 1évén, hogy
(4) EO; = EO.

O'-bol vonjuk O'H || AB, amely egyenes EF-et G-ben taldlja. Minthogy GO'EA ~ HO'O3A, a (4)-re valo
tekintettel

(5) GE:HOs=1:2.

De a rajzbol lathatolag:
GE = GCQ + OQE =r+ OQE,

HO3 = HK3+ K303 =1+ 73,
amely értékeket (5)-be helyettesitve és Co E-t meghatarozva, ered:

1
(6) CQE = 5(7‘3 — 7‘).
Ezt az egyenlGséget (3)-mal egybevetve kapjuk:

) vy = R~ g (rs — ).
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Az utolso kifejezést még atalakitjuk, annak tekintetbe vételével, hogy
(8) Ao +rs—1 =A4R]

Innen ugyanis

1
R:ZT1+T2—|—T3—7’),

amit (7')-be téve, lesz:

) -

(—=r1+ro+rs+7).
4

Egészen hasonlo két kifejezést kaphatunk z; és zo-re.
Kovetkezmény. A (2) egyenletek alapjan még ezeket nyerjiik:

) 1
my 5(—1"1 +rotr3+r),
1
(9) mhy = 5(71 —ro+r3+7),
, 1
my = 5(71 +7r9—7r3+7).

Megjegyzés. 1. A (8) egyenlSséget tjolag bebizonyithatjuk, csak CoF-et kell kifejezniink. A megel6z6hoz egészen
hasonlé meggondolasokbdl koévetkezik, hogy

1
(10) CoF = 5(7"1 +732).

Minthogy pedig
CQF + CZE = QR,

a (6) és (10) egyenletek Osszeadasa a (8) Osszefliggeést igazolja.
2. A (9) kifejezések tompaszogli haromszognél annyiban véaltoznak, hogy a tompaszog csicsan atmens magassag-
darabot negativ jellel kell venni.
3. A hdromszdg cstucsaibol a rajtuk at nem mend két magassdagi vonalhoz vont pdrhuzamosak a kérilirt korbe irt
hatszéget hatdrolndk, melynek teriilete egyenld a hdromszog teriletének kétszeresével.
A hatszog legyen AQBNCP, ahol
AQ || BM || CN

stb. és azonkiviil:
AQ = CN = mj, AP = BN = mj, BQ =CP =m].

(a) Hegyesszogil haromszognél az (1) pontban mondottak a bizonyitast megadjak, ha megjegyezziik, hogy pl.
BNCA = CMBA (1. rajz).
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(b) Tompaszogi haromszog esetében a hatszog keriilete 6nmagat metszi. Ezért ezt az esetet részletesebben kell
targyalnunk. Mindenekel6tt értelmezniink kell ilyen esetre a teriiletet. Ennek moédjarol méar e lapokban volt sz6 [

31. Math. Gyakorloksnyv II. 68. 1. 508. feladat.
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Ebben az esetben a keriilet énmagat az S és V pontokban metszi (3. rajz). A hatszog teriilete most a CSQV
parallelogrammabol és az APS, BV N haromszogekbdl all. Ha a keriiletet az AQBNCPA rendben végig jarjuk, a
parallelogramma keriilete pozitiv, a két haromszogé negativ koriiljarasu lesz, ezért a teriiletet (T') az idézett helyen
mondottak szerint igy kell értelmezniink:

T =CSQV — APS — BV N.

Az oldalok parhuzamos volta miatt, és mert AP = BN
APSA = BVNA,
tehat
(11) T =CSQV —2APS.
Masfeldl vegyiik tekintetbe, hogy a haromszog T teriilete igy fejezhetd ki:
T=ABC =ABM — CBM — ACM.

vagy egybevagd haromszogekkel helyettesitve:

T=AQB - APC — BCN.
Eszerint irhatjuk:
(12) 2T = ABC + AQB — APC — BCN.

Azonban (a 3. rajzon lathatolag):
ABC + AQC = CSQV + ASC + BCV,
APC = APS + ASC,
BCN = BV N + BCYV,

ugy hogy (12)-be helyettesitve ezt kapjuk:

(13) 2T = CSQV — APS — BVN.
A (11) és (13) egybevetésébdl ered végiil

(14) T =2T.

A hatszog minden esetben szimmetrikus, 3 par csicsanak 6sszekots egyenesei (AN, BP, CQ) atmérsk, s mindenik
felezi az idomot.

Tompaszogl haromszog esetében csak a tompaszog csicsabol kiinduld atmeérs (itt : CQ) halad a hatszog belsején
at. CQ egyszersmind atléja a CSQV parallelogrammanak.

4. A megel6z6 pontban mondottakbol kovetkezik, hogy

Mindig taldlhatunk olyan dtmérdt, mely a hatszoget két egyenld teriletd hurnégyszégre osztja. Ha C'< a hdromszig
legnagyobb szogét jeloli, akkor mindenesetre:

(15) AQCPA=T.

Evvel az eliil jelzett tételnek els6 felét bebizonyitottuk.
5. A tétel méasodik felének bebizonyitasara tériink at. Legyen elészor ABC hegyesszogii haromszog. Meghatarozzuk
az AQC P A négyszog teriiletét az oldalaibol.
Legyen
QC=d,CP=V, PA=d, AQ =/,

akkor (lasd 1. pont)
a =2R, b =ml, ' =mj, d =m).

Vegyiik tekintetbe a (8) és (9) osszefliggéseket, akkor lesz:

(7“1 + 719+ 73+ 4R)

B~ =

1
s':§(a'+b'+c'+d’):

1
:Z(T1+T2+T3—T+4R+4'r),



vagy
(16) s'=2R+r,

tovabba

/ li
s —a =m,

1
s/_b/:2R+T—§(—T1+r2+r3+r)

1
:2R+ 5(7"4’7”1—7”2—7”3).

2R-et (8)-bol kifejezve, sszevonis utan
s =V =r,

és hasonldan:

(16") s = =y,

Innen, a hirnégyszog teriiletének ismert képletébe:

AQCPA = /(s —a')(s' =) (s' — c')(s' — d')
helyettesitve, (15)-re vald tekintettel, ered:

(17) T = \/rrirars.

Tompaszogli haromszdg esetében a négyszog teriiletének képlete annyiban médosul, hogy ¢’-t mindeniitt negativ jellel
kell venniﬁ

A szamitas maga, s igy a (17) végs6 képlet nem szenved valtozast.

A 3 — 5. pontokban a (17) képletnek geometriai levezetése foglaltatik.
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