A K. M. L. X. évfolyamanak 4., 5. és 6. szaméban a polyederekrdl irt cikkemben arra torekedtem, hogy a lap t.
olvasdinak a polyederekre vonatkozo, s az iskoldban szerzett ismereteit a tanterv sziik hatarain til kiterjesszem. Ezt
a célt tizom magam elé most is, amidén az ott targyaltakat a Poinsot-féle polyederek ismertetésével szandékozom
kiegésziteni.

1. Az m oldali szabdlyos sokszégek szdma. Tegyiik fol, hogy a kor keriiletét m szamu egyenlé részre osztottuk fel,
és legyen a a korkeriilet egy ilyen részének hossztusaga. Ha az osztaspontokat p-enkint 6sszekotjiik, akkor egy a korbe
irt polygont kapunk. Itt két eshetéséggel kell szamolnunk, aszerint, amint m és p viszonylagos torzsszamok, illetSleg
van legnagyobb kozds mértékiik .

Ha m és p viszonylagos torzsszamok, akkor a kor keriiletét p-szer jarvan koriil, eredeti kiindulaspontunkhoz kell
visszakeriilniink; mert a htirhoz tartoz6 koriv hossztusaga pa, az egész kornek keriilete ma, s ennek a két mennyiségnek
pma a legkisebb k6z6s tobbszorose.

Ha m és p oly szamok, melyeknek ¢ a legnagyobb kozos mértékiik, akkor a hirhoz tartozé koriv pa hosszisaga

és az egész kor ma keriilete oly két szam, amelynek Tpa a legkisebb kozos tobbszorose, s ez esetben a kor keriiletét

%—szer koriiljarvan, eredeti kiindulaspontunkhoz kell visszajutnunk.
Az els6 esetben a htrhoz tartozo pa ivet m-szer raktuk fel a korre, s igy m-oldala polygont nyertiink; a mésodik
m
esetben a pa ivet 5—szor raktuk fel a korre, tehat a nyert polygon oldalszama ) lesz.

Minthogy ez utébbi esetben m-nél kevesebb oldalszdmu polygont nyeriink, ennélfogva, ha azt kérdezziik, hogy hany
m-oldald szabalyos polygon létezik ezt az esetet mellGzhetjiik.
Az eddigiek szerint kérdésiinkre azt a feleletet kapjuk, hogy annyi m-oldalt polygon létezik, ahdny az m-hez
viszonylagos torzsszam talalhato az
1,2, ..., m—1

szamsorban. Minthogy azonban ugyanazt a polygont kapjuk, akar p-enkint, akar pedig (m — p)-enkint kétjik Gssze az
osztaspontokat,- ennélfogva annyi m-oldali szabdlyos polyqon létezik, ahdny az m-hez viszonylagos térzsszam taldlhato
az

szdmsorban.
Eszerint van:
2 szabalyos 6tszog,

17 hatszog,
37 hétszog stb.

Az igy szarmazo szabalyos sokszogek koziil az egyik convex polygon, a tobbiek pedig csillagos polygonok.

Poinsot (Journal de I’Ecole Polytechnique, t. IV, p. 25.) a kérdés algebrai alapon valo targyalasara nézve azt jegyzi
meg, hogy a szabalyos polygon oldalanak hosszisagat oly magasabb foka egyenlet szolgaltatja, melynek Gsszes gyokei
valosak, amely tehat egyszerre az Gsszes lehetséges m-oldald szabalyos polygonok oldalait szolgaltatja.

Az m oldalu szabalyos polygont m-edrendinek fogjuk nevezni; fajtadja azon p szamtol fiigg, amely a polygon
keletkezésénél szerepet jatszik. Minthogy az m-oldala, p-fajtaji szabalyos polygon esetében a kor keriiletét p-szer
jarjuk koriil, ennélfogva az oldalaihoz mint hirokhoz tartozé kézépponti szogek Osszege = p - 4R.

Az 1. abra a lehetséges 7-edrendi polygonokat tiinteti fel, melyek koziil az 1-s6 fajtaju konvex, a 2-od és 3-ad
fajtajuak pedig csillagosak. Az abrabdl kitiinik, hogy a 2-od fajtaju mint magot magaban foglalja az 1-s6 fajtajut; a
3-ad fajtaji megrajzoladsanal pedig mind a 2-od, mind az 1-s6 faju polygonok djra fellépnek.

Viszont, ha a convex polygonbdl indulunk ki, akkor az oldalak meghosszabbitdséval az Gsszes magasabb fajtaja
polygonokig eljuthatunk.

2. Magasabb fajtdji testszogletek. Tekintsiink egy olyan egyenes gulat, melynek alapja szabalyos 7-edrendi sokszog.
A gula csticsanal keletkezs testszoglet ugyancsak 7-edrendi, mert éleinek és oldalainak szdma egyarant 7; de a fajtaja



az alapsokszognek vagy barmely egyéb sikmetszetének fajtajatol fligg. Ha a gula oldallapjait az alapra vetitjiik, akkor
ezek a vetiiletek az 1-s6 fajtaji alap esetében az alapot 1-szer, a 2-od fajtaju alap esetében 2-szer, a 3-ad fajtaju
esetében pedig 3-szor boritjak be. Igy tehat a testszogletek is két szammal jellemezhetSk, melyek koziil az egyik a
testszogletnek rendjét, a mésik pedig a fajtajat allapitja meg.

3. Magasabb fajtdju szabalyos polyederek. Poinsot a fentebb idézett helyen kévetkez6 modon okoskodik:

"Megtartvan a szabélyos polyederek &altalanos értelmezését, belathatjuk annak a lehetGségét, hogy nemcsak az
1j szabalyos polygonok segitségével, hanem a régiekkel is tjfajta szabalyos polyedereket szerkeszthetiink; hogy ezt a
dolgot jol megértsiik, pontosan meg kell dllapodnunk az irant, mit értsiink a polyeder oldallapja, éle és csicsa alatt.

A polyeder oldallapjaiul azokat a szabélyos sokszogalak siklapokat tekintjiik, melyeknek minimalis szama elegend6
a polyeder teljes koriilhatarolasdhoz.

Az élek egyuttal az oldallapok hatarvonalai; tovabba az élek oly egyenesek, melyek mentén a szomszédos oldallapok
Osszefiiggenek. Eszerint minden él két szomszédos laphoz tartozik, s igy az élek szdma mindig félakkora, mint a lapok
oldalainak Osszesége.

Egyediil az élek mentén keletkeznek a polyedernek lapszogei; azok a tobbi lapszogek, melyeket az egymaéason ke-
resztiilhatolo lapok egyebiitt alkothatnak, ezek kdzé nem szadmittatnak; hasonloképpen egyediil az élek végpontjaiban
keresend6k a polyeder csticsai, a polyederen taldlhato testszogleteknek cstcspontjai.

Ezekre valo tekintettel vildgos, hogy tokéletesen szabalyos Gj polyedereket szerkeszthetiink, melyeknek oldallapjai
egybevagd szabalyos sokszogek, melyek egymadssal kettenkint mindeniitt egyenlé hajlasszoget alkotnak, s amelyek
minden cstcs koriil egyenls szamban talalkoznak.

A polyedereknek meg van a koriilirt és beirt gombjiik is.

Ezek a polyederek a kozonséges szabalyos polyederektél lényegesen csupan abban kiilonbdznek, hogy az utoébbiak
oldallapjait a beirt vagy koriilirt gémbre vetitvén, a vetiileteikiil tekintend6 gémbi sokszogek csak egyszer boritjak be
a gomb feliiletét; ellenben az elébbieknél az oldallapok vetiiletei a gdmb feliiletét tobbszordsen boritjak be."

Az utobbinak felvildgositasa céljabol tekintsiik a polyeder egy oldallapjat, mely lehet convex sokszog, de lehet
csillagos sokszog is. Legyenek a1 as...a, a lap csticspontjainak, w pedig a lap kézéppontjanak a gémbfeliileten fekvé
vetiiletei. A vetités a gdmb sugarainak segitségével torténvén, ha a koriilirt gdmbot tekintjiik, akkor csupan az w
pont keresendd fel; ha a beirt gémbre vetitiink, akkor csupan az w pontot nem kell kiilén megszerkeszteni, lévén az a
gémbnek a lappal valé érintkezési pontja. Ha mar most arrél van sz, mennyiben boritja a lap vetiilete a gbmbfeliiletet,
akkor ez alatt az

waiaz, wazas, ey wanal

gémbharomszogek teriileteinek 6sszegét fogjuk érteni.

Ennek alapjan, hasonloképpen, mint a polygonok esetében, megkiilonboztetjiik a polyeder rendjét és fajtajat. A
polyeder rendje alatt oldallapjainak szamat, fajtaja alatt pedig azt a szdmot értjiik, mely mutatja, hogy a polyeder
oldallapjainak vetiiletei hanyszorosan boritjadk a polyederrel kapcsolatos gomb feliiletét.

Az 1. pont végén megjegyeztiik, hogy a polygon oldalainak meghosszabbitasaval az 6sszes magasabb fajtaja polygo-
nokhoz eljuthatunk, s a kiindulasul szolgalé polygon mintegy a szerkesztés magjaként szerepel. Erre az alapgondolatra
tamaszkodva Cauchy a Journal de I’Ecole Polytechnique IX. kitetében (p. 68) megszerkesztette a Poinsot-féle poly-
edereket, amennyiben egy szabalyos convex polyedert valasztvan a szerkesztés magjaul, az oldallapok kiterjesztésével,
illet6leg az élek meghosszabbitésaval az Gj polyederhez jutott.

Nem sokkal késébb Bertrand a Comptes rendus de I’Akadémie des Sciences XLVI. kotetében az Gj polyedereket
ugyancsak szoros kapcsolatba hozta a régiekkel, s minthogy targyalasianak gondolatmenete a Cauchy-énal egyszertbb,
azért az aldbbiakban ezt fogjuk ismertetni.

4. Alaptételek. A targyalés els6 sorban a kovetkezs alaptételre tamaszkodik: ha a térben fekvd tetszésszerinti szdmai
pontot tekintink, akkor mindig taldlunk oly convex polyedert, melynek csiucspontjai az adott pontokkal egybeesnek, s
mely a tobbi pontokat magdban foglalja.

Természetes dolog, hogy a tétel akkor is all, ha a térbeli pontok mindannyian rendre egybeesnek a polyeder
cstucspontjaival. Ebben az esetben az adott pontok koziil egyetlenegy sem fekszik a polyeder belsejében. Tovabba a
polyederekrél sz6l6 korabbi cikkiinkben (K. M. L. X. évf. p. 91.) bebizonyitottuk azt, hogy nincs olyan convex polyeder,
amelynek csicsaiban 5-nél tobb oldallap (€él) taldlkoznék.

5. Minden tetszésszerinti fajtju A szabdlyos polyederhez taldlhatni oly X szabdlyos convex polyedert, melynek csicsai
az adott polyeder csiucsaival egybeesnek.

Az adott A polyedernek csicsai egy bizonyos gombfeliileten, a koriilirt gobmbon fekszenek; ha tehat egy olyan
convex polyedert tekintiink, melynek csticsai A-nak cstucsaival Osszeesnek, akkor az A-nak tobbi cstuicsait nem zarhatja
magéba.

Alaptétetiinkre valo tekintettel kell tehat egy olyan X convex polyedernek léteznie, melynek Gsszes csicspontjai az
A polyeder csicspontjaival egybeesnek.

Bebizonyitando, hogy az az X convex polyeder szabdlyos.

Az A és X polyederek egyiittvéve egy P térbeli idomot alkotnak. Tekintsiink egy ezzel egybevago @ térbeli idomot.

Minthogy az A polyeder szabalyos, ennélfogva a P és ) idomok oly foltétel mellett is f6déshez hozhatok, hogy
@-nak barmely cstcspontja P-nek egy meghatarozott csicspontjaval essék Ossze.

Ebbdl kovetkezik, hogy az X convex polyeder Osszes testszogletei egybevagok.



Ha az idomoknak két csucsa méar egybeesik, akkor a P és () idomok részét tevé A polyederek coincidentidja, s igy a
teljes idomok egybeesése is még legalabb harom kiilonb6z6 modon érhetd el. Az egybeess két csiics — minthogy a testek
csucsaiban harom, négy vagy ot oldallap talalkozhat— legalabb is egy haroméld testszoglethez tartozik; az elsé idom
triederének egyik lapjara a méasik idom triederének barmelyik lapja helyezhetd, s igy ha haroméld testszogletek allanak
rendelkezésre, a coincidentia haromféleképpen, négyélieknél négyféleképpen, 6téldeknél Stféleképpen létesithets.

Ennélfogva a két alakzat X polyedereinek testszogletei nemcsak egyenlGek, de legalabb is haromféle médon hozhatok
coiucidentiaba, s igy ezen testszogletek lapjai egyenlek és egymaéssal egyenld hajlasszogeket zarnak be.

Innét kovetkezik, hogy az X polyeder oldallapjai egyfajtaju és egyenlGszogi (harom-, négy- vagy Otszogek) sokszo-
gek, s hogy az oldallapok egymaéashoz egyenl6 szogek alatt hajlanak.

Abbol, hogy a két alakzat coincidentidja azon foltétel mellett is elérhetd, mely szerint QQ-nak egy tetszésszerinti
csucsa P-nek egy meghatéarozott csticsara helyeztetik, az kovetkezik, hogy az X polyeder oldallapjai szabalyos poly-
gonok.

Mindezeket egybefogialva, vildgos, hogy az X polyeder szabalyos test.

6. Csakis négyféle magasabb faji polyeder létezik. A megel6z6 tétel alapjan Bertrand a magasabb faju szabélyos
testek eldallitasara a kovetkezé modot allapitja meg.

Induljunk ki valamely szabalyos convex polyederbdl; valaszunk ezen egy csticspontot és keressiink rajta oly cstcs-
pontokat, melyek a kivalasztottal egyetemben szabalyos polygont szolgaltatnak.

Az igy nyert polygon oldallapja lehet annak a magasabb fajtaju polyedernek, melynek Osszes csucspontjai a kiin-
dulasul valasztott convex polyeder Gsszes csicspontjaival egybeesnek.

Ha ezen eljaras mellett tényleg eljutunk egy magasabb fajtaja polyederhez, akkor az egy csticspontban taldlkozo
polygonok szadma az illet§ polyeder testszogleteinek lapszaméat szolgéltatja. Hogy tényleg testet kaphassunk, ahhoz
sziikséges, hogy a polygonok testszogletet alkothassanak.

Kozvetleniil vilagos hogy ezt a constructiét a tetraéderre nem alkalmazhatjuk.

<

Az oktaédernek minden csicspontja két négyzethez tartozik, s ezek — nem fekiidvén ugyanabban a sikban — nem
alkothatnak egyiittesen polygonélis lapot.

A hexaedernek minden cstucspontja més kettével egyenlGoldali haromszoget alkot, még pedig haromféleképpen; de
ez a harom szabalyos haromszog egyazon szabalyos tetraederhez tartozik.

A dodekaedernek minden csticspontja haromféleképpen alkothat két tovabbi csicsponttal szabalyos haromszogeket;
de ez a harom lap nem alkothat triédert, mert kettS-kettGnek nincsen kozos éliik.

A dodekaedernek minden csucspontja a benne talalkozo lapokkal szomszédos lapokrol vett két— két csucsponttal
hat egyenlGoldali haromszoget alkot; de ezek a lapok két szabalyos tetraedernek oldallapjai.

Végre a dodekaedernek minden cstcspontja kozos csicspontja lehet harom szabélyos 6tszognek, melyeknek tobbi
négy csicsai egyugyanazon triederhez tartoznak. Ha ezek az 6tszogek convexek, akkor, nem lévén kozos éliik, nem
alkothatnak triedert; de ha csillagosak, akkor triedert alkotvan, Gsszeségiik hatarolja a 7-ed fajtdji dodekaedert.

Az ikosaedernek minden csicspontja 6t szabalyos haromszognek kézos csicspontja. Ezen haromszogek oldalai azok
a legrovidebb egyenesek, melyeket a csicspontok kozt huzhatunk, de amelyek a testnek nem élei. Ezek a haromszogek
zarjék be a 7-ed fagtaju ikosaedert.

Az ikosaedernek minden csicspontja 6t convex szabalyos 6tszognek lehet kozos csucspontja; ezen 6tszogek tobbi
négy csucspontja szintén az ikosaederhez tartozik. Ezek az Otszogek a 3-ad fajtdji, convex oldallapi dodekaedert
hataroljak.

Végre ugyanezek a cstcspontok csillagos 6tszogeket is adnak, melyek a 3-ad fajtdji, csillagos oldallapi dodekaedert
hataroljak. Ezeken kiviil tobb 4j polyeder nem keletkezhetik.




