Elsd segédtétel. Egyenls keriileti hegyesszogekhez tartozé hirok viszonyai sajat koriik atmérgihez egyenldk.

Bizonyitds. Jeloljik a 2r; illetleg 2r, atmérsji korckben az « keriileti szoghoz tartozo hurok hosszait ai-gyel
és ag-vel és valasszuk ki éppen azokat a keriileti szogeket, melyeknek egyik szaruk atmegy a korok Oq, illetleg Oo
kozéppontjan. Ez esetben két hasonlé derékszogid haromszoget nyertiink, melyekbdl:
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Masodik segédtétel. Ha két keriileti hegyesszoghoz tartozé harok viszonyai sajat koriik atmérsihez egyenlék, akkor
a két kertileti sz0g is egyenld.

Bizonyitds. A 2ry és 2ry atmérsji korokben az aq, illetéleg as hurokon nyugvé keriileti hegyesszogek koziil valasszuk
ki éppen azokat, melyeknek egyik szaruk atmegy a korok kozéppontjain. Minthogy az igy keletkezd két derékszogi

haromszdghben
ay a2
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azért a haromszogek hasonlok és igy az aj és ag hiurokkal szemben fekvs keriileti hegyesszogek is egyenldk.
Nevezziik az « keriileti hegyesszoggel szemben fekvs (a) hur viszonyat az atmérchoz (2r) az « szog sinusdnak

sino = _—,
akkor az (1) és (2) segédtétel igy foglalhatd Gssze:

Valamely hegyesszog egyértelmileg hatarozza meg sinusat és valamely hegyesszog sinusa egyértelmiileg hatarozza
meg magat a szoget.

Minthogy a hir mindig kisebb az atmérénél, azért valamely hegyes sz0g sinusa mindig pozitiv valodi tort.

L. alaptétel. Ha az « és 8 hegyesszogek Osszege ismét hegyesszog, akkor

sin(a 4+ 8) = sina - sin(90° — B) + sin(90° — ) sin §.

N

a+f

Bizonyitds. Mérjiik az « és f szogeket az AC atmérd két kiilonb6z6 oldaléra, ugy hogy CAB< = a és CAD< = f3
legyen, akkor Ptolemaios tétele értelmében

BD-AC =AD-BC+ AB-CD.

Minden tagot AC-tel osztva
BD AD BC  AB CD
AC T AC AC TAC T AC
vagyis:
sin(a + ) = sina - sin(90° — 3) + sin(90° — «) sin S.
II. alaptétel. Ha az « és 8 hegyesszogek koziil a > S, akkor

sin(a — ) = sina - sin(90° — 5) — sin(90° — «) sin B.




Bizonyitds. Mérjlik az « és 8 szogeket az AC atmérd két egyazon oldalara, ugy hogy CAB< = « és CAD< = f3
legyen, akkor Ptolemaios tétele szerint:

BD-AC =BC-AD—-AB-CD.

Ebbdl ismét
BD BC AD AB (D

AC ~ AC AC  AC AC’
tehat:
sin(a — f) = sin asin(90° — f) — sin(90° — &) sin .

Ha « hegyesszog, akkor (90° — ) is az; ha sin(90° — «)-t ismerjiik, akkor meghatérozhatjuk (90° — a)-t és ebbdl
a-t is. Azt mondhatjuk tehat, hogy sin(90° — o) meghatarozza az a-t és ebben a minGségben ezt az értéket az a sz0g
cosinusanak nevezziik:

cosa = 8in(90° — «).

Ez uj jelolést bevezetve alaptételeink igy alakulnak:
I. sin(a+ ) =sinacos 8 + cosasin j3,

I1. sin(a — ) =sinacos S — cos asin S.

II1. alaptétel. Ha az « és [ hegyesszogek Osszege ismét hegyesszog:

cos(a + 8) = cosacos B — sin asin 3.

Bizonyitds.
cos(a + f3) = sin[90° — (o + B)] = sin[(90° — a) — f] =
= sin(90° — «) cos B — cos(90° — «) - sin G,
amde
cos(90° — «) = sin[(90° — (90° — a)] = sin a,
tehét

cos(a+ ) = cosacos B — sin asin 3.
IV. alaptétel. Ha az o és § hegyesszogek kozil a > (3, akkor
cos(aw — 8) = cosacos B + sin asin 3.
Bizonyitds.
cos(a — ) = sin[(90° — a) + B] = sin(90° — ) - cos B + sin « - sin 3,

tehat
cos(aw — 8) = cosacos B + sin asin 3.

Allapodjunk meg mar most abban, hogy bdarmely szog fiiggvényeit ugy akarjuk értelmezni, hogy az I — I'V. alaptételek
érvényben maradjanak. Barmely szogre nézve legyen tehéat:

(1) sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3,
(IL.) sin(a — 8) = sinacos § — cos asin 3,
(I1L.) cos(a+ ) = cosacos f — sin asin f3,
(Iv.) cos(aw — 8) = cosacos B + sinasin 3.

Ha a = S, akkor (II)-bdl: sina = 0.
Ha (I)-ben 8 = 0, akkor: sin v = sin accos0°,
vagyis
cos0° = 1.
A (IV)-bsl: o = 3 esetében: cos0 = sin® a + cos® a = 1.
Ha a = 0, akkor (IT)-bol: sin(—pf) = —sin 8
és (IV)-bol cos(—B) = cos B.



Ha a = = 45°, akkor (I)-bol:
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sin90° = 2 - (%) =1 és (III)-bol: cos 90° = 0.
Ha o = 90°, akkor (II)-b6l: sin(90° — 8) = cos 8
és (IV)-bgl:
cos(90° — B) = sin S.

Ha a = 8 = 90°, akkor (I)-bé&l: sin 180° = 0
és (III)-bol

cos 180° = —1.
Ha o = 180°, akkor (II)-bdl: sin(180° — /) = sin 8
és (IV)-baol:
cos(180° — B) = — cos 5.
Ha valamely 27 sugaru korben az a1, as, ..., a, hiroknak megfelels keriileti szégek a1, a2, ..., a,, akkor
(A) ai:ap:as:...:a, =sinaj :sinas :sinas : ...sina,.

Ez a harok sinustétele.
Haromszog esetén e tétel kdvetkeztében

(A%) a:b:c=sinasinf :sin~y.

Ha pl. n har van adva, melyekkel szemben fekvs keriileti szogek kozt m Osszefiiggés van adva (m < n + 1), akkor
fennall a kovetkezd (n + m) egyenlet:

a; = 2rsina;, (i=1,2,...,n)

fk?(a/lu az ..., an)207 (k(l 2, ,m)

Eme n + m egyenlet 2n + 1 adatot tartalmaz, tehat altaldban n — m 4+ 1 alkatrész megadasa utan a hidnyz6 n + m
adat kiszamithat6. Erdekes az az eset, ha

a = 2rsina, b =2rsinp, c=2rsin~y és a+ B+~ =180°.

Ez a négy egyenlet hasznalhat6é a haromszogek megoldasanal. Hogy a sinustétel hogyan nyerhetd, mar lattuk, még
csak a Carnot-tételt akarom levezetni,

sina = sin[180° — (B + )] = sin(8 +7,)

tehat
sin® @ = [sin B cosy + cos Bsiny]? = sin? B(1 — sin® )+
+2sin Bsiny cos Bcosy 4 (1 — sin? B) sin? vy =
= sin? 8 4 sin? y + 2 sin B siny(cos B cosy — sin B sin )
vagy
sin? o = sin” 8 + sin? v 4 2sin Bsiny cos(8 + 7)
és igy
(B) sin? a = sin? B + sin® y — 2sin Bsiny cos

Ebbél ismét 4r*-tel minden tagot szorozva:
(B*) a® = b+ — 2bccos a.

Valojaban tehat a Carnot-féle tétel harom —egyiittvéve 180°-t kitevs — szog szogfiiggvényeinek Osszefiiggését fejezi
o Derékszogii haromszog esetén a kovetkezd 6t egyenlet all rendelkezésiinkre:

a=2rsina, b=2rsinf, ¢ = 2rsin-,

a+ B+~ =180° v =090°,



tehét

és igy az ismert tételek:

c=2r

a=csina, b= csinf8 = ccosa.

Ezekbdl ismét
1 1
c=a——,c=b ,
sin o CoS (v
sin «v CoS (v
a="> , b=a— .
cos o sin av

Szimmetria kedveért szokdsos bevezetni a kdvetkezs G szogfiiggvényeket:

1
coseco = — ,
sin «v
seca =
cos «
¢ sin o
ga =
Ccos &
cos «
ctga = —
sin «v

mely esetben derékszogi haromszogekben:
c=acoseca, c=bseca, a=btga, b=a ctg a.
A rendelkezésemre all6 szlik hely miatt csak e vazlatot kozolhettem és igy csak azok tanulhatnak bel@le, kik a trigono-

metriaval mar amugy is foglalkoztak. Célom az volt, hogy a goniometriat és trigonometriat, mint a hirtan alkalmazasait
mutassam be és kozben az alapfogalmakat egész szigorusaggal allitsam oda.



