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Ha Osszehasonlitjuk a sik- és gémbgeometria tételeit, azt talaljuk, hogy némelyek teljesen megegyeznek a két
geometriaban, masok pedig nagyon hasonlok egymashoz. A kovetkezSkben kimutatjuk, hogy e két geometria hasonlo
tételei a kell§ fogalmazasban teljes megegyezésbe hozhatok.

1°. Tudjuk, hogy a gombhdromszoget harom legnagyobb kor hatarolja. Ha egység-sugart gombot vesziink alapul,
akkor a gombharomszog oldalainak mérészdmai ama testszoglet élszogeinek abszolut mérdszamai, melynek cstcsa a
gémb kozéppontjaban van, és melynek oldallapjai éppen a gombharomszog harom oldalat metszik ki. Ebb6l kdvetkezik,
hogy mindama tételek, melyek a haroméli testszoglet élszogeire érvényesek, helyesek a gobmbharomszog oldalaira nézve
is.

Tehat egyszerden idézhetjiik a kovetkezs ismert tételeket:

1. A gombharomszog két oldalanak Gsszege nagyobb a harmadik oldalnal.

2. Egyenl6 oldalakkal egyenls szogek fekiisznek szemben és viszont.

3. Nagyobb oldallal nagyobb szog fekszik szemben.

4. A szogek 6sszege nagyobb m-nél, de kisebb 37-nél.

Ha ezen tételeket Osszehasonlitjuk a sikgeometria megfeleld tételeivel, akkor azt talaljuk, hogy a 1. 2. és 3. tétel
teljesen megegyezik a stkharomszog megfelels tételével, mig a 4. nem egyezik meg, mert a haromszog szogeinek Osszege
egyenld 7-vel. De ha a gomb sugara végtelen nagy lesz, akkor a gombbdl sik, a gdmbharomszoghdl sikharomszog lesz
s ekkor a szogek Osszege: 7.

Legyen ABC' egy gombharomszog. Fektessiink az A, B és C pontokon at sikot, mely a gdbmbot kérben metszi. Ez
a kor az ABC gombharomszog koré irt kor. Hatarozzuk meg ennek a kornek a koézéppontjat a gdbmbon.

Evégbdl bocsassunk a gémbnek O kézéppontjabol merdlegest az ABC sikra. E mer6leges a sikot Pj-ben, a gdbmbot
P-ben dofi at. Az ABC' sikharomszog koreé irt kor kdzéppontja: P;. Kimutatjuk, hogy e kdrnek kdzéppontja a gémbon:
P. Ugyanis:

OAP, 2 OBP,A 2 OCPA,

tehat
AOP;<t = BOPi<« = COP«

s igy az ezen szogekkel szemkozt fekvs ivek is egyenlSk, vagyis
AP = BP = CP.

Tehat P egyenls tavolsagra van az A, B és C pontoktoél s igy P az ABC koré irt kor kozéppontja, s AP ezen kor gombi
sugara. Ebbdl lathatjuk, hogy a gombhéromszog is éppen Ggy bonthaté fel harom egyenl&szara gombharomszogre, mint
a sikharomszog harom egyenl@szara sikharomszogre.

Tegyiik fel, hogy az A és B pontok szilardak maradnak, de a C' cstics a koré irt kor keriiletén mozog. Vajon allandé
marad-e a C csucsndl levs szog?

Legyenek a gombhéromszog szogei: «, 5, v; tovabbéa:

ay = CAP< = ACP< = y; vo = BOP< = CBP< = B4;

ﬂQZABPQZBAPQZOZl.

Ekkor:
a+f—y=a1+ay+ B+ B2 — 71—, a+f—y=o0a1+ P2 =20

allando, mert a C valtozasaval az a; sz0g nem valtozik.
Itt azt latjuk, hogy ha a gombhéaromszog egyik C' csicsa mozog, akkor nem valtozik az o 4+ 3 —  kifejezés.



A sik-geometridban a csiicsnal 16v6 szog dllando marad. De ha o, 5, 7' egy sikharomszog szdgei, akkor egyszers-
mind: o + 8 =7 —~' is allando s igy:

o + B8 —+ = -2y = allando.

Tehat latjuk, hogy a sik-geometridban is érvényes az el6bbi tétel.

Ez a tétel azért vezethet§ vissza a sik-geometridnak ama tételére, hogy a cstcsndl levs szog allandd, mert itt
tekintetbe vettiik, hogy a szogek Osszege = 7.

Hasonl6 tételt nyeriink akkor, ha a gombharomszog egyik oldala valtoztatja helyzetét tgy, hogy a gombharomszoghe
irt kort folyton érintse.

Tegyiik fel, hogy az ABC gémbhéromszog AB = c oldala tgy mozog, hogy a beirt kért mindig érinti.

B

Ekkor:
a+b—c=CX+BX+CY+ AY — AZ — BZ.

De:
CX =CY; BX =BZ; AY = AZ,

mert az egy pontbdl hizott érinték egyenlék. Ennélfogva:
a+b—c=CX+CY =2CX

allando, minthogy ¢ helyzetvaltozasaval a C' X nem valtozik. Ez a tétel a sikhdromszogre is érvényes s a bizonyitasa is
ugyanaz.

2°. A gombi négyszoget négy legnagyobb kor hatéarolja.

Megvizsgaljuk, hogy a korbe és a kor koré irt négyszog szogeire, illetGleg oldalaira érvényesek-e a sik-geometriabol
ismert tételek.

Foglalkozzunk elGszor a korbe irt gombi négyszoggel.

Osszuk fel az ABC'D gbémbi négyszoget a BD legnagyobb korrel két gémbharomszogre.

Ekkor felirhatjuk mindegyik gdmbharomszogre a kovetkezs egyenletet:
B+d —a=28; B+ -y =25

az utoébbi egyenlet jobb oldalat negativ jellel vessziik, mert a BC'D haromszog koré irt kor kézéppontja a hdromszégdn
kiviil fekszik.
Adjuk 6ssze e két egyenletet:
BI+BI/+5I+6”_OC_'7:0,



de
B +p"=p és 8 +46" =9,
tehat
B+do=a+7.

Ebbdl latjuk, hogy ha a géombi négyszog korbe irhato, akkor a szemben fekvs szogek Gsszege egyenld, éppen gy
mint a siknégyszogeknél. Csakhogy a gdmbon ez az 0sszeg nem egyenld w-vel.
Hasonl6 tétel érvényes a kor koré irt gdmbi négyszogre, csakhogy itt a szogek helyett az oldalak szerepelnek.

Ugyanis:
a+c=AX+BX+CZ+DZ =

=AU +BY +CY +DU =b+d.
Tehat a gdbmbi érinténégyszogre is érvényes az ismert sikgeometriai tétel, hogy a szemkozt fekvs oldalak Gsszege egyenld.
3°. A Lezell-féle kér az olyan kor, mely a gdmbharomszog egyik csicsén és a méasik két cstics ellenpontjan megy
keresztiil.

Legyen ABC az adott gdmbharomszog. Ha A és B ellenpontjai A’ és B’, akkor a Lexell-féle kor az A' B’ és C
pontokon megy at.

Legyen e kor gombi atméréje A'D. Legyenek az ABC haromszog szogei a, 3, 7; az A'B'C haromszdg szogei
o, B,y . Ekkor o/ =7 —a, 8 =7 -8, ¥ = 7. Ha C a Lexell-féle kor keriiletén mozog, akkor:

o + B —~' =20, = allando.

o+ —y=m—atm— o=
=21 — (a+B+7).

Vizsgaljuk meg ezen egyenlet geometriai értelmét.
Tudjuk, hogy a gémbharomszog teriilete:

T=r*(a+B+vy—m).
De 27 — (o + 4 ) = allando, s igy allando ez a kifejezés is:

a+pf+y—m,



amibdl kovetkezik, hogy ha az ABC gombhéaromszog C' csucsa a Lexell-féle korén mozog, akkor e haromszog teriilete
allando.

A Lexell-féle kor felhasznalasaval kereshetjiik azt a haromszoget, melynek két oldala adva van és melynek teriilete
a legnagyobb.

Legyen az ABE géombharomszog AB és AE oldala allando6 hosszisagu. Legyen az AB szilard s forogjon AE az A
pont koriil. Kérdés, hogy az AFE milyen helyzete mellett lesz az ABFE haromszog teriilete a lehetd legnagyobb?

Az ABFE haromszog teriilete:

T=r*a+B+e—m).

Szerkessziik meg az A’ B'E Lexell-féle kort. Akkor:
21t —a — B — € = 2ay, a+f+e—m=71—20

T maximum, ha ezen egyenlet baloldala a legnagyobb, vagyis ha «; a legkisebb. Minthogy a; negativ nem lehet, azért
ap = 0 mellett lesz T maximum. Ekkor E dsszeesik a Lexell-féle kor A’D dtmérgjének D végpontjaval. Tehat annak a
haromszdgnek a teriilete a legnagyobb, melynek mozgé cstcsa a Lexell-féle kor A'-n keresztiilmend atmérdjének masik
végpontjaba esik.

Legyen ez a maximalis teriilet haromszog ABD; hol: AD = AE.

Ekkor A'B’D a Lexell-féle korbe irt haromszog, melynek A’D, oldala a kor d&tmérsje. Tehat:

o +6—p5 =0

vagyis:
T—a+d—nm+pB=+0—a=0.

Ezen egyenlet pedig azt bizonyitja, hogy a maximalis teriilettd A’ B’D haromszog olyan, hogy a koré irt kor atmérdje
BD, vagyis a harmadik valtozé oldal.

Vizsgaljuk most meg, hogy milyen tételek felelnek meg ezeknek a sikon.

Tegyiik fel, hogy a gomb sugara a végtelenig ng, de tgy hogy az ABC pontok a végesben maradjanak. Az A’, B’
pontok a végtelenbe jutnak.

A Lexell-féle kor az AB oldal folytatasat azonban az A’, B’ pontokban metszi s igy a Lexell-féle kor olyan egyenessé
lesz a végtelen sugari gébmbon, vagyis a sikon, mely az AB egyenest a végtelenben metszi, mib6l kdvetkezik, hogy a
Lexell-féle kornek a sikon az AB-vel parhuzamos és a C' csucson atmend egyenes felel meg. Vilagos, hogy ha C ezen a
parhuzamos egyenesen mozog, akkor az ABC haromszog teriilete dllandd marad.

B

Ha AB és AC allando, akkor az ABC haromszog teriilete akkor lesz a legnagyobb, ha: AB 1 AC, vagyis, ha az
ABC haromszog koré irt kor atmérGje a harmadik valtozo6 oldal BC.



