A stereometridban a polyederekrsl csupan egy altalanos tétel szokott a kodzépiskoldban targyaltatni, az 0. n. Fu-
ler-féle tétel. A kovetkezGkben a rendelkezésemre 4ll6 forrasok alapjan kiegészitendem a tanuloknak a polyederekrol
szerzett ismereteit, még pedig oly részletekkel, melyek minden nehézség nélkiil konnyen megérthetsk, s a tanuld latod-
korét tagitani alkalmasak.

1. Euler tétele. Convex polyeder alatt oly zart testet értiink, melynek barmely oldallapjat hatartalanul kiterjeszthet-
jiik a nélkiil, hogy ez a lap a testet két darabra vagna. E szerint a convex polyeder minden oldal lapjanak csakis egyik
oldalén teriil el. Ezeket elérebocsatva, mondhatjuk, hogy: minden convex polyedernél az éleknek 2-vel megndvesztett
szama egyenld a lapok és csiucsok dsszegével.

A tankonyveinkben hagyomanyos bebizonyitas helyett a kdvetkez6t hozom javaslatba, mely Cauchy-t6l szarmazott
és egyszeribb, valamint érthet&bb is amannal.

Behizonyitando, hogy:

(1) e+2=1[0+c

Tekintsilink egyel6re egy Osszefiiggd, de nyitott convex polyedralis feliiletet. Ennek széle sikban fekvs vagy térbeli
polygon leszen. Erre az alakzatra nézve 4ll az
e+l=Il+c

egyenlGség, a mit teljes inductid segitségével kdonnyen igazolhatunk. Ugyanis, ha a lapok szama | = 1, vagyis az alakzat
egyetlen egy sik sokszogbdl all, akkor a tétel kozvetleniil vildgos; mert a sokszogben az élek szama egyenlS a cstcsok
szamaval. Foltéve mar most, hogy a tétel [ szamu lap esetében all, csupan azt kell bebizonyitanank, hogy [ 4+ 1 szamu
lap esetében is érvényes.

E czélbol csatoljunk a tekintetbe vett alakzathoz egy Gj lapot, melynek m oldala és m csicsa legyen. Ha ezen 4]
lapnak az alakzathoz val6 csatolasa nem létesit zart polyedert, akkor az 1j lap keriilete nem eshetik Ossze az alakzat
szélével. Foltéve, hogy az Gj lapnak p szamu éle esik egybe az alakzat szélével, akkor p + 1 cstcsa is kozossé valik
(mert 1 él 2 cstcsot, 2 €l 3 csucsot sth. kot dssze). Ennélfogva az 4j lapnak még m — p éle és m — p — 1 csucsa marad
szabadon. Az 1) lap hozzacsatolasaval az eredeti alakzat lapjainak szama (I 4+ 1)-gyé valt, éleinek szama (m — p)-vel,
cstcsainak szama pedig (m — p — 1)-gyel szaporodott, s igy éleinek szama

e+m-—p
cstcsainak szama pedig
c+m—p—1.
Mar pedig ezek az adatok eleget tesznek az
et+l=1I0l+c

egyenlGségnek.

Tekintslink mér most egy zart convex polyedert, és nyissuk ezt ki oly médon, hogy egyik oldallapjat eltavolitjuk.
Akkor az igy elGallo alakzatra érvényes fontebbi tételiink, a mennyiben az élek és csiicsok szdma ugyanaz maradt,
csupan a lapok szama csokkent 1-gyel. Igy tehat a nyitott polyedralis lapra nézve

e+l=(10l-1)+c¢c

honnét
e+2=1[0+c

2. Torténeti adatok. A tétel mar az Okorban ismeretes lehetett; mert e nélkiil Archimedes nem sorolhatta volna
fel a semi-reguldris testeket. El6fordul a tétel Descartes-nal is (Oeuvres inédites de D. par M. Foucher de Careil. II.
p. 214.), de nincsen explicite kifejezve. Ennélfogva valodi feltalaloja Euler, ki ezt 1752-ben kozolte, bebizonyitasaval
egyiitt. (Nov. comm. Petrop. 4. p. 109. és 156.)

A Cauchy-féle bebizonyitas 1813-ban (Journ. de I'Ecole polyt. Cah. 16. p. 577.) jelent meg. Vannak még szamos
mas bizonyitasok is, mint pl. Grunert-¢ (Crelle Journ. II. p. 367.); Staudt-é (Geometrie der Lage p. 49. 1847); Thicme-é,
(Szt.-Pétervarrol 1867. nov. 10-érdl kelt levelében); August-é (a kolni realgymnasium 1854-iki értesitGjének 4. oldalan)
végre Legendre (Geom. VII. 25.), L’Huilier (Gergonne Annales 1812. p. 178.) és Steiner (Crelle Journ. I. p. 364.)
bizonyitésai. A bizonyitasoknak sokoldalisaga és nagy szama rendszerint a tétel kivalo fontossaga mellett tantuskodik.

3. A tétel kovetkezményei. Tekintsiink ezek utan egy oly polyedert, melynek oldallapjai kozt van szam szerint: [3
haromszogi, 4 négyszogd, l5 6tszogi ... lap. Akkor:

(2) l=ls+l+1s+...
és minthogy minden él két laphoz tartozik, tehat
(3) 2c=3l3 +4ly + 55+ ...

Az utobbi egyenletbdl
3l +5ls+...=2c—4ly — 615 — ...



tehat
3l3 + 5l5 + ... = paros szammal.

Vgyis: a convex polyederben a pdratlan oldali oldallapok szama pdros.
Tekintsiink tovabba egy oly polyedert, melyen szam szerint Lj trieder, L4 tetraeder, L5 pentaeder . .. cstcs taladlhalo.
Akkor:

(4) c=L3+Ls+Ls+...

és minthogy minden él két csiicsot kot Ossze, tehéat

(5) 2c=3L3+4L4+ 505+ ...
Az utobbi egyenletbdl

3L3+5Ls+...=2c—4L,4— ...
tehat

3l3 + 5l5 + ... = paros szadmmal.

Vagyis: a convex polyederben a pdratlan oldali testszégletek szdma pdros.
Ha az (1), (2) és (3) egyenlSségekbdl [ és ¢ kikiiszoboltetnek, akkor

(6) 2c=44134+2l4+3l5+ ...
ha pedig az (1), (4) és (5) egyenlGségekbdl ¢ és e kikiiszoboltetnek, akkor
(7 20=4+ L3 +2L4+3L5+ ...

szarmazik

Ezek a tételek Legendre-t6l (Géom. Note 8.) szarmaznak és Gergonne-tol (Ann. de Math. 15. p. 157.) egészittettek
ki. Segitségiikkel nehany igen érdekes tételt bizonyithatunk be.

4. Minden convex polyederben a hdaromszégi oldallapok €és a triederek szamainak dsszege legaldbb is 8.

Ugyanis az Fuler-féle egyenletet 4-gyel sokszorozvan:

4l 4 4c = 4e + 8.
Itt l-et a (2) és c-t a (4) egyenlettdl helyettesitvén, 4e-t pedig a (3) és (5) egyenletek Osszegébdl allitvan eld:
Als+la+ .. )+ 4Ly +La+...) =8+ Bl +4la+...) + (3Ls +4Ls+...).

Ezt pedig igy is irhatjuk:
4([3 +Ls)+ 4([4 + Lg) +4(5 + L5) +...=
=3(ls+ L3) +4(la+ Ls) +5(l5s + Ls + ... + 8,

mas szoval:
(8) l3+L3=8+(l5+L5)+2(16+L6)+...

a mi el6rebocsétott tételiink helyessége mellett bizonyit.

5.0lyan convex polyeder, a melynek minden oldallapja 5-nél tébboldali sokszég volna, nincsen.

Ugyanis a (4) egyenlSség 3-szorosat az (5) egyenldséggel Osszehasonlitva, azt taldljuk hogy 2e > 3c. Ebbe az
egyenlStlenségbe e-nek és c-nek értékeit a (8) ill. (6) egyenlGségekbdl helyettesitvén:

(12+3l3+ 604 + 915+ ...)

N~

3lg +4ly + 515+ ... >

613+8l4+1015+...>12+(313+614+915+...)

(9) 3[34—2144—[5>12+(l7+218+...)

Innét az kovetkezik, hogy I3, l4 és l5 egyszerre nem lehetnek zérus értékiek, a mi elérebocsatott tételiinknek
megfelel.

6. Olyan convex polyeder, a melynek minden csucsdban 5-nél t6bb él taldlkoznék, nincsen.

Ugyanis a (2) egyenlGség 3-szorosat a (3) egyenlGséggel Gsszehasonlitva, azt talaljuk, hogy 2e > 3. Ebbe az
egyenlStlenségbe e-nek és [-nek értékeit az (5) és (6) egyenlGségekbdl helyettesitvén:

(12+3L3+ 6Ly +9L5 +...)

N~

3L3+4L4+5Ls+ ... >



6L3 + 8Ly +10L5+... > 12+ (3L3 + 6Ly + 9L5 +...)

(10) 3L3+2L4+ Ls > 124 (L7 +2Lg) +...)

Innét kovetkezik, hogy Ls, L4 és Ls egyszerre nem lehetnek zérus értékiek, a mi elérebocsatott tételiinknek
megfelel.

7. A tételek kozti kapesolatossdg, melynél fogva a (2) és (4) egyenlGségek, (3) és (5) valamint (6) és (7) egymaéssal
szembedllithatok, az Fuler-féle tétel azon tulajdonsaganak tudando6 be, hogy a tétel az [ és ¢ mennyiségekre, vagyis
a lapok és csicsok szadmaira nézve symmetrikus. Ez a kapcsolatossag olyan, mint a gémbharomszog és polaris gonb-
haromszoge kozotti Gsszefiiggés. Minden adott polyedernek megfelel egy ugyanannyi éld polaris polyeder, ha az els6
minden m-oldala testszogletének a masodiknak egy-egy m-oldala oldallapja felel meg, és az elsé minden n-oldala lap-
janak a masodik egy n-oldalu testszoglete felel meg. Ezt a polaritast 1532-ben Maurolyeus vette észre, Keppler (harm.
mundi libri V.) és Meister (1785-ben Comm. Gétting. VIL p. 39.) fejlesztették tovabb. Altalanos érvényességii tételbe
Gergonne foglalta.

8. Tovdbbi kivetkeztetések vonhatok le a (8), (9) és (10) egyenletekbdl. Ugyanis a (8)-bol kovetkezik, hogy nincs
olyan polyeder, a melynek egyidejileg se hdromszdglapja, se trieder csiucsa ne volna.

(9)-bol, ha I3 = 0 és Iy = 0 az kovetkezik, hogy

l5>12+(l7+2lg+...)

szoval: az olyan polyedernek, a melynek se haromszogi, se négyszogi oldallapja nincsen, legaldbb is 12 6tszogid oldal-
lapjanak kell lennie.
Ha (7)-ben l-et (2)-bdl helyettesitjiik, akkor

203 +ls+15+...) =4+ (L3 +2Ls+3Ls+...)

szarmazik. Ha pedig (6)-ban c-t (4)-bdl helyettesitjiik, akkor
2Ls+La+Ls+...) =44 (Is+ 24+ 3l5+...)

Ezekbdl 4] egyenleteket kapunk, ha az els6nek 3-szorosdhoz hozzdadjuk a masodiknak 2-szeresét.
6l3+6ly +6l5+...+4L3+4Ls+4L5+ ... =

=1243L3+6L4+9Ls5+ ... +8+2l3+4l4+6l5+...

Innét:
4l3 4+ 214+ L3 = 20+(2L4+5L5+8L6+...)+(216+4l7+...)

Ha itt foltételezziik, hogy I3 = 0 és Iy, = 0, akkor:
Ly =20+ (2Ls+..)+ (2ls+...)

szoval: az olyan polyederen, a melynek se haromszdogleti, se négyszagleti oldallapja nincsen, legaldbb is 20 hdromoldalu
csucsot taldlunk.
Hasonléképpen all:
AL +2L4 413 =20+ 214 + 515+ 8ls + ... +2Lg + . ..

Ha itt foltételezziik, hogy Ls =0 és Ly = 0, akkor
I3 =20+ (24 +..)+ 2L+ ...)

szoval: az olyan polyederen, a melynek se hdromoldali, se négyoldali testszoglete nincsen, legaldbb is 20 hdromszdglapot
talalunk.

Hasonloképpen még szamos tételt allithatunk fel.

9. Szabdlyos testek. Az Euler-féle tétel alapjan konnyen kimutathatd, hogy csakis 5-féle olyan convex polyeder
létezik, a melyeken minden oldallap ugyanannyi-oldali sokszdg és minden testszdgleten ugyanannyi él taldlkozik.

Ha az oldallapok n oldald sokszogek, s a testszogletek m-éliek, akkor minden él két lapnak levén metszésvonala és
két cstcsot kdtvén Ossze:

2e = nl = mec.

Ezen egyenl6ségekkel az Fuler-féle egyenléséghdl e és ¢ kikiiszoboltetvén:

[ 4m

2(m+n) —mn’

Itt n-nek, rendre a lehetséges értékeket tulajdonitvan, a kovetkezs esetek allanak el6:



Ham =3 akkor | =4

n=3, 1:64—7”. " m=4 7 [=8
T m=5 7 =20
s igy a tetraeder, oktaeder és ikosaeder szarmaznak.
(2) )
n =4, l:Tm.Ham:3akkorl:6
s igy a hexaeder 1étesiil.
(3) A
m
n =25, l—m.Ham—?)akkorl—H
s ygy a dodekaeder keletkezik.
Minthogy n = 6 esetében
m
S 3-m’
s igy m-nek nem adhatunk elfogadhato értéket; még kevésbé akkor, ha n > 6, tehat csakis ezek a polyederek lehetsé-

gesek.

Ezek az . n. Plato-féle testek, a mennyiben Timaeus és Fuclides is de anima mundi czimd munkidkban tétetik
roluk emlités. Roluk szol Euclides is (Elementa XIIL.) és valoszint, hogy ismeretiik a pythagoraeusokra vezethetd
vissza.

Ha a felsorolt testek oldallapjai egybevago szabalyos sokszogek, tehat testszogleteik is egybevagoak, akkor ezek a
testek szabdlyosak. Mint azt az alabbi tablazat mutatja, megvan koztiik a reciprocitas, a mennyiben az oktaederrel
szembe helyezhet6 a hexaeder, a dodekaederrel szembe az ikosaeder, a teraeder 6nénmaganak a conjugaltja.

A test neve n m | e ¢

Tetraeder 3 3 4 6 4
Oktaeder 3 4 8 12 6
Hexaeder 4 3 6 12 8
Tkosaeder 3 5 20 30 12
Dodekaeder 5 3 12 30 20

A szabélyos testekrdl elmondottakra a kozépiskolai tanitas is kiterjeszkedik, s ha itt targyaltuk, akkor ez csak a
teljesség okaért tortént.

10. A convex polyederek lapjainak szogisszege az eddigiek alapjan konnyen megéllapithato. A derékszoget egységiil
véve, az n-oldali sokszdg szdgdsszege = 2n — 4. Ha tehat a polyeder oldallapjai kozt n, n’, n”, ...-oldald sokszdgek
vannak, a keresett szogosszeg:

(2n—4)+@2n —4)+(2n" —4) +...

Ebben az 0sszegben szam szerint [ tag szerepelvén, tehat az igy irhato:

2(n+n' +n" +...) —4l.
Minthogy minden él két laphoz tartozik, tehét

n+n+n"+... =2
s igy a szOgosszeg = 4(e — 1). Euler tétele szerint azonban
e—l=c—2
tehat a szogosszeg = 4(c — 2).
Ezt tétel alakjaban igy fejezhetjiik ki: ha a derékszdget vessziik szdgegységiil, akkor minden convex polyederen az

oldallapok szdgosszege 4—szer akkora, mint a 2—vel kevesbitett csucsok szdma.

E szerint a platonikus testek lapjainak szogdsszege a tablazat szerinti sorrendben 8, 16, 24, 40, 72 rectus. Ezekbél
az adatokbdl megallapithatok a szabalyos platonikus testek testszogleteiben az oldalak szogdsszegei.



