Ptolemaios.
Az ,Almagest".

A IX. fejezet czime: A kdrbe irt egyenesek értékérdl. Rendkiviil érdekes és fontos fejezet ez, mert nem egyéb, mint
egy rendszeres goniometriai tablazat, melyet a kiszdmitasahoz sziikséges elméleti vonatkozasok elznek meg. Minden
hosszadalmas magyarazat helyett legczélszertibb magat a szerzét megszoélaltatni:

»A gyakorlat konnyebbsége végett egy tablazatot allitunk Gssze ez egyenesek értékérsl, mikdzben a keriiletet 360
fokra osztjuk fel. Tablazatunknak Gsszes ivei fél fokkal névekednek, dllandéan, és mi megadjuk ez ivek mindegyikéhez a
hur értékét, azzal a foltevéssel, hogy az atmérst 120 részre osztottuk fel. A hasznalat révén latni fogjuk, hogy ez a szam
a legkényelmesebb, melyet valasztani lehet. Megmutatjuk el6bb, miképpen késziil oly tételek lehetd legkisebb szadmanak
segitségével, melyek mindig ugyanazok, altaldnos és pontos médszer amaz értékek meghatarozasara. Nem szoritkozunk
azonban erre a tablazatra, a melybdl ez értékeket kivehetjiik, az elmélet ismerete nélkiil, de megkdnnyitjiik az eszkozo-
ket, hogy azokat kiprobaljuk és igazoljuk, megadva a szerkesztési modszereket. Altalanossagban a hatvanas szamozést
hasznaljuk, hogy elkeriiljiik a tortek bonyodalmassagat; és a szorzasokban és osztdsokban mindig a legmegkozelitébb
eredményeket vessziik, oly mdédon, hogy az, a mit elhanyagolunk, nem zavarja meg azok pontossagat."

Ezek utan minden dtmenet nélkiil meghatarozza a korbe irt szabalyos 6tszog és szabélyos tizszog oldalat, oly modon,
hogy a kor sugaranak F felez6 pontjabol (1. abra) az EB hosszusagot az atmérdre leforgatja EZ-be és kimutatja,
hogy ZA a szabalyos tizszog és ZB a szabalyos 6tszog oldala.
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Most kovetkezik a legérdekesebb részek egyike: a goniometriai értékek kiszamitésa. Ez a rész mindenekfolott arra
érdemes, hogy sz6 szerint ismertessiik e helyen:

,Miutan, mint mondottam, a kor atmérgjét felosztottuk 120 részre, AE, mely a sugar fele, 30 résznyi és négyzete
900. A BA sugar, 60 résznyi és n5égyzete 3600; de EB, vagyis EZ négyzete 4500: kovetkezbleg ennek az FZ vonalnak

_ 4 - 4
hossza £C6’e” (67 egész — és ——— rész) és igy AZ-nek a hossza M8’ ve” (37 egész — és rész). Tovabba, mivel

i 60 ° 3600 60 ° 3600
AZ maga 37 4'55", négyzete 1375 4'15”; de AB négyzete 3600 és e két négyzet Osszege egyenls BZ négyzetével, mely

ennélfogva 4975 4'15”, tehat BZ maga 70 323" . Nyilvanvalo, hogy a szabalyos hatszdg oldala, mely 60°-1 ivet befog és
mely a sugarral egyenld, 60 részt foglal magéaban. Eppen igy a négyzet oldalanak, mely a keriiletnek 90°-jat fogja be,
a négyzete kétszerese a sugar négyzetének; és a haromszog oldalanak, mely 120° -ot fog be, a négyzete haromszorosa
a sugar négyzetének. De a sugéir négyzete 3600 és igy a négyzet oldalanak négyzete 7200, a haromszog oldaléé pedig
10800. Ennélfogva az az oldal, mely a keriiletnek 90°-jat fogja be, 84 51'10” és az az oldal, mely 120° -ot fog be,
103 55'23" résznyi hosszt."

Ezek utan hasonlé moédon kiszamitja még a 144°-t ivhez tartorzo hirt, melyet 114 7/37” hosszunak talal, azutan
egyéb huarok kiszamitasa czéljabol attér a korbe irt négyszog targyaldsara és ennek folyaman levezeti azt a nevezetes
tételt, mely Ptolemaios nevével kapcsolatosan ismeretes.

E tétel is arra érdemes mathemtikai fontossaganal és torténeti érdekességénél fogva, hogy levezetését egész terjedel-
mében kozoljiik: ,,Legyen a korbe irt tetszbleges négyszog ABI'A; htizzuk meg az atloit: AI' és BA. Be kell bizonyitani,
hogy az AI' és BA vonalokkal megszerkesztett téglalap egyenld az AB és I'A meg az AA és BI' szembenfekvs olda-
lakkal megszerkesztett téglalapokkal (mai kifejezéseinkkel: AI"- BA = AB-I'A + AA - BI').
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Legyen ABFE szbg akkora, mint ABI'. Ha mindegyikhez hozzacsatoljuk a kozos EBA szoget, az ABA sz6g akkora
lesz, mint az EBI sz0g. De BAA és BI'E szogek egyenlSk egyméssal, mert ugyanazon az iven nyugvo keriileti szogek.



Tehat az ABA és BI'E haromszogek egyenls szogtiek. Ennélfogva BI™ ugy aranylik a I' E-hoz, mint BA a AA-hoz. Igy
BT'AA (értsd: BI'- AA) annyi, mint BA - I'E. Tovabbéa, mivel ABE sz6g egyenlé ABI szoggel és BAFE szog egyenld
BAT szoggel, az ABE és BI'A héromszogek is egyenld szogiiek; ennélfogva BA ugy aranylik az AFE-hez, mint BA a
Al-hoz. Igy BA - A" annyi, mint BA - AE. Kimutattuk tehat, hogy BI" - AA akkora, mint BA - I'E. Kévetkezéleg
az egész AI' BA négyszog akkora, mint az ABAT és AABI négyszogek. Ezt kellett kimutatni."

Hogy mi czélbol volt sziiksége Ptolemaiosnak erre a tételre, az a kdvetkezSkbdl deriil ki. A korbe irt négyszog egyik
oldalanak a kor atmeérgjét (AA) veszi, mésik két oldalanak pedig oly hurokat, melyeket mar ismer, pl. AB és AI'
hurokat. Mivel tehat most mar az ABI'A harnégyszognek két atlojat és harom oldalat ismeri, kiszamithatja a BI'
ivhez tartozoé BI' hur hosszat is. Igy egyebek kozott a 72°-1 és 12°-u ivekhez tartozé hirokbol a 12°-u ivhez tartozéd
hurt.
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Tovabba meg tudja hatarozni egy kis segédszerkesztéssel a BI ivhez tartozé ismert BI" hirbél a — ivhez tartozé
AT hir nagysagat is. ,Igy példaul a 12°-u szdghoz tartozo hirbol megtalaljuk a 6°-u, a 3°-1, az 15 -U és a 1 -u
) _ 30
ivhez tartozo hirokat. A szamitas altal azt talaljuk, hogy az 15 -0 ivhez tartozo har 1 34'15” és a 1 -hoz tartozé hur
0 47'8"."
Végre pedig, miutan két szoghoz tartozé hirokbol kiszamitotta az e szogek Osszegéhez tartozd hiur nagysagat, a

nagyon kis szogekhez: az 1°— és = -u szOgekhez tartozé hurokat hatarozza meg, ez esetben mar egyszert ardnyossag
réveén.

Es most mindezek utan kovetkezik maga a tablazat, az 6kori mathematikai munkalkodasnak egyik legérdekesebb
és legbecsesebb gylimolese. Mivel az Almagest kiaddsahoz meglehetsen ritkdn lehet csak hozza férni, a tablazat
pedig nagyon is arra érdemes, hogy megismerjiik, nem tartom folosleges dolognak, hogy egyes toredékeit e helyen
bemutassam. Itt kozlom a tdblazat kezdetét, mellette a magyar forditasat, illetleg mai szamainkkal valé értelmezését:
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A masodik rovatban talalhat c jel, mint a gérog « beti fele, 5 fokot jelent.
Nem tartjuk érdektelen vagy hidbavalé dolognak, ha kissé mélyebben bocsatkozunk e tablazat fejtegetésébe és
egy-egy adatanak utdna szamitasdba. A tablazat elsS sora megadja a 0°30"-nyi ivhez tartozé hir nagysagat az Atmeérds

120 részeiben kifejezve, mint a hogy minden sor az altalanos ¢ sz6ghoz tartozo huar:

. P . P
= 2r-sin = =120 - sin =
a - S B Sin 5

nagysagit adja meg. Ennélfogva az els6 sorbeli hir értéke:

a = 120°30"sin® 15" = 120 - 0,0043635 =

1 1
= =31 —
=0,52362=3 <60> +25 (36000> ,

tehat csakugyan Ao’ xe”, a mint Ptolemaios a szdvegben jeldlte.

Mivel pedig latja, hogy kis szogekhez tartozo hurok korlatolt pontossiggal aranyosak a szogekkel (hiszen még a
2°-0 sz0ghoz tartozd hur 2 5'40” is kétszer akkora, mint az 2°-0 szdghdz tartozoé hur: 1T 2'50”), batran térhet &t
a 0°30’-nél kisebb szdgekhez tartozé hiirokra egyszeri ardnyossag ttjan. Ha tehat a 0°30'-nyi szoghoz tartozéd hir:
0 31'25"” = 0, 52362 értékét elosztja 30-cal, megkapja az 1'-nyi szdghdz tartozé hir nagysigat ez értékben:

1 1 1
17454 = 1 2 (—
0,01745 <60) * <3600> 50 (216000) ’

a mint azt a tablazatban csakugyan igy meg is talaljuk.

Ugyane rovat tobbi sorai pedig szintén aranyos részek, melyek szerint a kis szogkiilonbségekhez tartoz6 hurkiilonb-
ségek korlatolt pontossaggal valtoznak. Ezek tehat egyszertien az 1’-hez tartozé aranyos részek, mint a milyeneket a
mi logarithmus-konyveinkben is taldlunk.

Ptolemaios tablazatat tovabb kisérve, még a kovetkezs nevezetesebb szogekhez tartozo hurokat emlithetjiik meg:

lelofelofolafé]vs]sal [oeofofeofo]ofofo]ss]2t]

mert a 60°-0 szogh6z tartozo hur akkora, mint a sugar, tehat 60 egység; érdekesebb sor tovabba ez:
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mert a 90°-0 szO0ghoz tartozé hurnak, vagyis a korbe irt négyzet oldalanak nagysaga

1 1
rV2 = 60-1,414213 = 84 + 51 (@) +10 (3600) '

Végre pedig a tablazat utolsé sora ez:

lem [ 6]l o | o]0 o]d]o]o] [8ofof120foj10fofofofo]

mert a 180°-1 szOgh6z tartozd hir maga az a&tmérd, vagyis 120 egység.

Mindezekb6l azt latjuk, hogy Ptolemaios tablazatdnak tartalma nem egyéb, mint a szogek sinusai, melyeknek
értékei az iskolai logarithmus-konyvekben rendesen a II. tablazatban megvannak. Hiszen a Ptolemaios-féle tablazatbol
minden szdg sinusat lehet kiszamitani: Ptolemaios-féle adatot csak el kell osztani 120-szal és megvan az illets szog
felének a sinusa.



