A MERTAN ALAPIGAZSAGAIROLN.

A mértan volt az a tudomany, mely az id6k folyaman elGszor alakult ki tudomanyos rendszerré. Euclides végezte
el ezt a munkat Kr. e. 300-ban, de bizonyara az el6dok gazdag és sikeres munkassagara tamaszkodottd Az a rendszer,
melyet Euclides megalkotott és Elemek (X'7oixeia) czim alatt kdzrebocsatott, nemcesak a geometridnak mind e mai
napig el nem avult kidnonja, hanem a tobbi tudomanyok is ezt valasztottak mintaképiil. Az a moddszer, melyet az
Elemekben elejétsl végig oly szigoru kovetkezetességgel alkalmaz, a tudomanyos médszerek idedljava valt. Mibél all ez
a modszer?

Euclides 6sszes torekvése oda irdnyult, hogy a geometria tényeit és jelenségeit, mint lanczszemeket egymésba fiizze,
illet6leg egymasbol leszarmaztassa. E végbdl bizonyos alapfogalmakbél indul ki, ilyenek: a pont, vonal, egyenes, feliilet,
sik, kor, parhuzamosak stb. Ezeket meghatarozza, azaz megmondja, mit ért alattuk, ilyenforméan:

a pont az, a minek nincs semmi része;

a vonal a szélesség nélkiil valé hosszusag;

az egyenes oly vonal, mely valamennyi pontjdhoz egyformén fekszik;
a feliilet az, a minek csak hosszisaga és szélessége van;

a sik oly feliilet, mely valamennyi egyeneséhez egyformén fekszik;

6. parhuzamosak azok a sikban fekvd egyenesek, melyek még akkor sem talalkoznak, ha ket mindkét végiikon a
végtelenségig meghosszabbitjuk.

Az alapfogalmak utan az alapigazsidgok kovetkeznek. Két csoportba osztotta Gket. Az egyik csoportba tartoznak
az ugynevezett axiomdk (zoivai evvoiai):

1. ha két mennyiség mindegyike egy harmadikkal egyenls, akkor maguk kozt is egyenldk;

2. ha egyenl6khoz egyenlSket adunk, az igy nyert 0sszegek is egyenldk;

3. ha egyenlskbdl egyenlSket elvesziink, az igy nyert maradékok is egyenldk;

4. az egész nagyobb, mint annak része;

5. az egymassal egybevago mennyiségek egyenlsk.

A masik csoportban az ugynevezett postulatumok (aiTnuara) kévetkeznek.

Koveteljiik hogy:

1. minden pontbél minden mas ponthoz csak egy egyenest vonhassunk;

2. minden egyenes onmagaban folytonosan meghoszabbithaté legyen;

3. barmilyen koézéppontbol barmekkora sugarral csak egy kor legyen rajzolhato;

4. az Osszes derékszogek egymassal egyenlSk legyenek;

5. ha valamely egyenes két mas egyenest metsz, akkor ezek kell6leg meghosszabbitva a metszének amaz oldalan
talalkozzanak, melyen a belsé szogek Osszege kisebb két derékszognél.

Ezek el6rebocsatasa utan kovetkeznek 15 konyvben (tulajdonképen fejezetben) az ismeretes tételek és szerkeszté-
sek, melyek a mai geometriai oktatasnak is fétargyai. A tételek bizonyitdsanal, a szerkesztések végrehajtasanal és Gj
fogalmak bevezetésénél szigorian iigyel arra, hogy csak a megjelolt alapfogalmakat és alapigazsidgokat hasznalja fel.
Igy a geometria egész rendszere ama néhany alapfogalmon és alapigazsagon, mint alapkoveken épiil fel. Ez a rendszer
tobb, mint 2000 éven keresztiil diadalmasan uralkodott az Gsszes muvelt népeknél és uralkodik mai mapig. S6t az
angolok Euclides eredeti szovegének szoszerinti forditasat hasznaljak kézikonyviil.

Ennek daczara méar koran emelkedtek egyes hangok, melyek Euclides rendszerét biralni probaltédk. Jok-e az alap-
kovek, elég szilardak-e az egész épiilet hordozasara, jol vannak-e kifaragva, nincsenek-e koztiik feleslegesek vagy nem
helyettesithetSk-e méasokkal? Ezek voltak a f6bb kérdések, melyek koriil a vita forgott.

Minden tudomanyban legnehezebbek azok a kérdések, melyek annak alapjaira vonatkoznak. Hogy azokra feleletet
adhassunk, ismerniink kell az 6sszes részletkérdéseket, melyek ahhoz a szakhoz tartoznak. A jo épitésznek ismernie kell
azokat a koveket, téglakat, gerendékat és vastartokat, melyekbdl épiiletét megalkotandja. De még ez nem minden. Hogy
az épiilet tervét helyesen megszerkeszthesse, ismernie kell az épiilet rendeltetését is. Igy vagyunk a tudomanyokkal is;
ha alapjait akarjuk lerakni, ismerniink kell a czéljat is.

Mi a geometria czélja? Mi altaldban a tudomdany czélja? Nagy és fontos kérdés, melyrdl sokat irtak beszéltek
és vitatkoztak. A nélkiil, hogy ezek fejtegetésébe bocsatkoznank, adjunk oly feleletet, melyet tisztan a gyakorlati
szempont iranyit. Ezt meg is adhatjuk a nélkiil, hogy ellenmondasokt6l kellene félniink. A tudoméany mindenekelGtt
a tapasztalati tények és gyakorlati adatok nagy halmazaba rendet hoz. Teszi pedig ezt azért, hogy az emlékezetben
valé megtartasukat megkonnyitse. A tudomanyos elméletek és rendszerek oly emlékezetbeli szabalyok, melyek modot
nyudjtanak arra, hogy a megfigyelt tények orias ziirzavardban el birjunk igazodni és egész tudasunkat lehetSleg kevés
fejezet ala szétoszthassuk.

Mi modon lehetséges ez? Az emberi 1élekben bizonyos képzetek erésebben domborodnak ki, mint masok, ezek a lélek
alapképzetei illetSleg alapfogalmai. Olyba vehetSk, mint a khémia atémjai, melyekbdl barmilyen anyag Osszerakhatoé.
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A kozonséges ember lelkében is meg vannak. Ilyenek mindenekel6tt a jo — rossz, az igaz — hamis, a szép — rut fogalmai.
Mindenkinek van valami fogalma réluk.

A felhozott példa egyszersmind azt is mutatja, hogy az alapfogalmakkal bizonyos alaptételek elvalaszthatatlanul
ossze vannak kapcsolva. Igy mindenekel6tt a kovetkezs: a jo kivanatos, a rossz keriilends stb. Az ilyen fajta tétele-
ket alapigazsdgoknak szokas hivni. Az egyszert ember lelkében az alapfogalmak és alapigazsagok bizonyos rendszert
alkotnak, mely minden cselekedetét szabalyozza és a melybe minden Gjabb lelki szerzeményét besorozza.

Egészen hasonldé modon alakulnak, ki a tudomany alapfogalmai és alapigazsagai. A hosszi tapasztalat az emberek
lelkében kidomboritotta a pont, az egyenes, a feliilet, a sik, a parhuzamos egyenesek fogalmat. Eleinte bizonyéara
nagyon hatarozatlanok és elmosodottak voltak. Lassi és hosszu fejlédés révén jutott el az emberiség oda, mig Euclides
a tér egyszerii alapfogalmait rendszerbe foglalhatta és névvel lathatta el. Es erre sziikség is volt, mert tobbféle szo
volt forgalomban. Epp azért kénytelen volt definialni. De bizonyara érezte, hogy ez csak névleges definiczio, mely a
fogalmat nem meriti ki; mégis Osszeallitotta azokat, hogy tanitvanyai és olvaséi el6tt szotar gyanant szolgéljanak, mely
megmutassa, mely fogalomra, mely sz6 hasznalando.

Lehet-e alapfogalmakat definidlni? Lehet-e megmondani mi a j6, mi az igaz, mi a szép? Bizonyara mindenkinek
lelkében van valami ezekrdl a fogalmakrol, bizonyara nagyjabol egyeznek is azok. De csak nagyjabol, a részletekben
nem. Hasonloképpen vagyunk a pont, vonal, sik stb. fogalmaval. Koriilbeliil megmondhatjuk, mit értsiink alatta, de
pontosan nem. Azok, kik Euclides miivét birdlgatni probaltak, mindenekelStt az alapfogalmak definiczioit probaltak
megvaltoztatni. Ily moédon a definicziok egész sorozata keletkezett, melyekbdl az egyenes vonalrél szolokat kozoljiik.
A legkozonségesebb: az egyenes két pont kozott a legrovidebb at. Tovabba: az egyenes oly hatartalan vagy végtelen
homogén vonal, melyet két elegendd kozel fekvs pontja teljesen meghataroz. Leibnitz szerint az egyenes oly vonal,
melynek Osszes pontjai ugyanazon helyen maradnak méar akkor, ha annak csak két pontjat rogzitjiik, barhogyan
forgassuk is az egyenes koriil fekvs tér pontjait, melyeket az egyenes pontjaival 6sszekotve gondolunk. Archimedes
szerint: az egyenes a sikot két oly részre osztja, melveket csak kdlcsonds helyzetiik kiilonboztet meg egymastol.

Eme definicziok koziil melyiket valasszuk? Melyik felel meg teljesen ama fogalomnak, mely lelkiinkben az "egyenes'-
16l kialakult? Erezziik, hogy mindegyik bizonyos mértékben, de egyik sem teljesen. Legjobb tehat, ha a definiczioknak
nagy jelentGséget nem tulajdonitunk. Igenis sziikséges definidlgatni ott, hol 4j fogalom bevitelérdl van szo, ott a hol
azt az 0j fogalmat az olvasoval meg akarjuk ismertetni, ott a hol ezt a régi fogalmakkal 6ssze akarjuk kapcsolni.

De maésrészt az is vilagos, hogy az a fogalom, melyet definidlunk, nem lehet alapfogalom, mert més fogalmakbol
rakjuk Gssze. Akarhogyan definidlgassunk ide-oda, végre is a lanczolat végén oly fogalmakhoz kell jutnunk, melyeket
tovabb szétbontani nem lehet. Minden tudomanyos rendszerben ra kell jutnunk bizonyos alapfogalmakra, melyeken az
egész tudomanyt felépithetjiik ugyan, de a melyek maguk semmiféle mas fogalmakboél 6ssze nem rakhatok.

Az azonban egészen mas kérdés, hogy alapfogalom-rendszeriink elegendd-e a geometria Osszes alakzatainak meg-
szerkesztéséhez, nincs-e kozottiik felesleges? Azon is lehet elmélkedni, nem képzelhets-e az alapfogalmaknak egészen
més csoportja, melyekbdl a geometria éppigy megszerkeszthets legyen, mint Euclidesé?

Hogy err6l elmélkedhessiink, el6bb az alapigazségok természetére kell ratérniink. A mint lattuk, Euclides két cso-
portba osztotta Gket. Van-e valami kiilonbség az axiomdak és a postulatumok kozott? E {6l6tt is sokat vitatkoztak,
Aristoteles azt mondta: a postulatumot sziikséges volna bebizonyitani, ha valahogyan tudnok, ellenben az axioma
olyan igazsag, melyet mindenki elismer. Ez a megkiilonbo6ztetés azonban nem helyes. Mert mit jelent bizonyitani? Oly
tételeket felallitani, melyekbdl a tapasztalati jelenségek egész sorozata, mint sziikségszert folyomény kovetkezzék. Ez
utobbi kifejezést pedig dgy értsiik, hogy gondolkodasmédunkban van bizonyos kényszer, mely az egyik gondolathoz
a legtobb emberben ugyanazt a masik gondolatot kapcsolja. Ennek a folyamatnak az alapja szintén a tapasztalat,
lelkiink mivoltanak, gondolkoddasmodunknak a megfigyelése. Azok a tételek, melyekbdl a geometria Gsszes tapasztalati
tényei, mint sziikségszerid kovetkezmények levezethetk, a geometria alapigazsdgas.

Eszrevessziik, hogy Euclides axiornaiban nincs semmi olyan elem, mely csakis a térre vonatkoznék. Ezek tehat a
térr6l nem mondanak semmi kiilonos igazsagot. Eppannyira igazak a fizika, khémia, szamtan stb. terén, a mennyire
igazak a geometridban. Ha tehat a térrél semmi kiilonos igazsagot nem mondanak, gy pusztan beléliik a tér igazsagaile
sem vezethetSk. Sziikségiink van a térrdl szolo alapigazsdgokrais. Ezeket adjék a postulatumok. A két fajta alapigazsig
kozott tehat csak az a kiilonbség, hogy mig az axiomak az Gsszes mennyiségtudomanyoknak alapigazsagai, addig a
postulatumok csak a geometridéi, vagy — ha gy tetszik — térszemléletiinké.

Hogyan jutott rajuk Euclides? Bizonyara nem ¢nmaga, bizonyara felhasznalta el6deinek munkassagat is. A hosszi
megfigyel és kisérletez$ tapasztalat hozta Gket létre. Lehet, hogy egyiket—masikat (kiilonGsen a postulatumokat)
Euclides formulazta meg elGszor, de bizonyos, hogy nem az 6 lelkében alakultak ki elGszor. A pontos méréseknek egész
sorozata kellett, ahhoz, mig az emberek rajutottak arra, hogy ha egyenl6khoz egyenlSket adunk, egyenlSket kapunk.
Sokszor halljuk és sokan tanitjak, hogy ez az igazsag, valamint a tobbi axioma, olyan, melyet minden ember rogton
belat. De bizony ez nincs igy és kivalt régente nem volt igy. Most mar, évezredes mult utdn oly erds lelkiinkben
a kapcsolatbeli kényszer, hogy a tétel igazsagat rogton elismerjiik, de akkor az emberek még kevés tapasztalattal
rendelkeztek ahhoz, hogy altalanos érvényességét belassak. De még mai nap is barki elég esetet hozhat fel, a hol
ha egyenl6khoz egyenlGket adunk, nem kapunk egyenlSket. Az eltérést persze mai nap szamba tudjuk venni és az
elektromossagnak, h6mérsékletnek vagy mas erének tulajdonitjuk.

Bizonyosnak allithatjuk azt is, hogy az axiomdék joval el6bb alakultak ki, mint a postulatumok. Mar eme oknal
fogva is — hogy ugy mondjuk - igazabbaknak tartottak Gket. Az axiomak voltak ama kornak a természettudomanyi



alapigazsagai. Es mert sokféle jelenségnél lépten-nyomon szerepeltek, azért mondhatta Aristoteles, hogy igazsagukat
mindenki szivesen elismeri.

Egészen mésképp tortént a postulatumokkal. Ezek elfogadésa nehezen ment, részben azért, mert aranylag tjak
voltak, részben azért, mert a geometria sztik korére szoritkoztak, melyben kevés embernek volt elegend6 tapasztalata.
Kiilonosen all ez az 5. postulatumrol, melyet téves leiras folytan Euclides 11. axioméajanak is mondanak. Ha két
egyenest egy harmadik metsz, akkor a két egyenes azon az oldalon talalkozik, a melyiken a bels6 szogek Osszege kisebb
két derékszognél. Ez a tétel volt a mathematika dgynevezett "foltja", melynek természetérsl 2000 év 6ta elmélkedtek.

Euclides csak egyszer haszndlja a bizonyitasnal, nevezetesen az I. konyv 29. tételénél, mely igy szol: "ha két
parhuzamos egyenest egy harmadik metsz, akkor a valtoszogek egyenlSk egymaéssal, a megfelel szogek is egyenldk és
a kiegészitGszogek (ellenszogek) két derékszoget adnak". Ez a tétel a geometria legfontosabb tételeinek egyike, mert
ezen alapszik az idomok szogeinek Osszegére vonatkozo tétel, Pythagoras tétele, a hasonlé haromszogekre vonatkozo
tételek, az egész trigonometria, és a térmértan legnagyobb része.

Euclidesnek csak azért volt sziiksége az 5. postulatumra, hogy a 29. tételt, mint a geometria alapvets tételét,
bebizonyitsa. Minthogy pedig ez utébbi a parhuzamos egyenesek fogalméaval fiigg Ossze, azért az Osszes kérdéseket,
melyek az 5. postulatummal kapcsolatban vannak "a pdrhuzamosok elmélete” czim alatt foglaltdk Ossze és az 5.
postuldtumot a pdrhuzamosok axiomdjd-nak hivtak.

Mar a régi gorog geometrak (Ptolemeus, Proclus) foglalkoztak e kérdéssel. Azt latték, hogy a 29. tétel és annak
kovetkezményei a tapasztalattal egyeznek, nem mondhattak tehat azt, hogy az 5. postuldtum hamis, hanem {&torek-
vésiik az volt: megmutatni, hogy a 29. tétel masképp is bebizonyithaté. E bizonyitadsok lényege abban allott, hogy az
5. postuldtum helyett Gjabb alapigazsigot voltak kénytelenek hasznélni. Ilyen értelemben folyt a kutatis egészen a
legujabb idskig.

Ilyen alapigazsdgok, melyek a parhuzamosok axiomajat helyettesithetik, mert segitségiikkel Euclides 29. tétele
bebizonyithato; a kovetkez6k lehetnek:

1. A haromszog szogeinek Osszege két derékszog.

. Két haromsz6g mar akkor hasonlo, ha az egyiknek két szoge egyenl a masiknak két szogével.

. A félkorbe irt keriileti sz0g, derékszog.

. Ha két egymast metsz& egyenesre merdlegeseket allitunk, akkor ezek is metszik egymast.

. Az egyenesen kiviil fekvs ponton keresztiil csak egy oly egyenes huzhatd, mely az adottal parhuzamos.

6. A szogmezoén beliil fekvé minden ponton keresztiil mindig lehet egy egyenest hizni, a mely mindkét szart metszi.
Ez az igazsag szorosan Osszefligg a megel6zével. Ki lehet tovdbba mutatni, hogy ha ezt elfogadjuk axiomdaul, akkor
minden tovabbi feltevés nélkiil kovetkezik, hogy nemcsak egy, de végtelen sok oly egyenes huzhato, melyek az adott
két egyenest metszik. Az axiomdanak ilyetén valo fogalmazéasa azt is nyilvanvalova teszi, hogy miben fekszik ennek az
egész kérdésnek a lényege. Mert képzeljiink oly szogmezst, melyet két egyenes hatarol; minden a térszemléletben jartas
ember rogton elismeri, hogy a rajzolt szogmezdén beliil fekvé minden ponton keresztiil lehet oly egyenest htzni, mely
az adottakat metszi. Az alapigazsigot tehat a szemlélet adja. De ha most fogalmainkat a hatarértékig vissziik, vagyis
ha a valasztott pontot sok milli6 mértfold tavolsagban gondoljuk: akkor a tapasztalat semminemii felvilagositast sem
adhat arra nézve, hogy a ponton keresztiil mens egyenes metszi-e az adottakat. Nem, adhat egyszertien azért, mert
ekkora szogmez6ket a valdosdgban nem lehet 1étesiteni.

A felsoroltakhoz még egy sereg hasonlo tételt lehetne csatolni, melyek mindnyéjan alkalmasok volnanak arra, hogy
Euclides 5. postulatumét helyettesitsék. Egyik sem lényegesen jobb, mint Euclidesé.

Masok ismét a parhuzamosok elméletét az irdny fogalméval vélik elintézettnek. Ezek abbol a definicziobol indulnak
ki, hogy az egyenest a kezdd pontja és az irdnya hatarozza meg. Két egyenes, melyeknek kiilonb6z6 a kezdS pontjuk,
de ugyanaz az iranyuk, parhuzamosak. Az irdnyt a szog meéri, tehat az a két szog egyenld, melyet két parhuzamos
egyenes ugyanama harmadik egyenessel bezar. Ez Euclides 29. tétele. Ennek az eljarasnak meg az a hibaja, hogy 1]
alapfogalomnak: az irdnynak felvételét teszi sziikségessé.

Ehhez hasonlé Thibaut eljarasa, melyrél egykor azt hitték, hogy a parhuzamosok elméletét 6rokre elintézte. Thibaut
minden kiilon feltevés nélkiil, 6nalléan be akarja bizonyitani, hogy a haromszogek szogeinek Gsszege két derékszog;
vilagos dolog, hogyha ez sikeriil, akkor bel6le kovetkezik a 29. tétel és igy az egész Euclides-féle geometria. Thibaut
szerint a szog fogalmabol minden tovabbi feltevés nélkiil az is kovetkezik, hogy a forgd egyenes,akkor is 4 derékszoget ir
le (vagy annak tobbszorosét), ha nem ugyanama, de egymasutan kiilonb6z6 pontok koriil forog és igy tér vissza eredeti
helyzetébe. Ebb6l a mint azt mindenki belathatja, kovetkezik az egyiranyu kiilszogekre vonatkozé ismeretes tétel és
ebbdl a haromszog szogeinek Osszegére szolo tétel. Azonban semmiféle jogunk sincs azt mondani, hogy az egyenes
akkor is 4 derékszoget ir le, ha egyméasutan kiilonb6z6 pontok koriil forogva tér vissza eredeti helyzetébe. A véges
térre vonatkozo tapasztalat ugyan igazat ad e tételnek, de ki biztosit arrél, hogy akkor is igaz marad, ha a haromszog
csticsai sok millié mértfoldnyire vannak egymastol.

Lényegesen 1j adattal jarult az elmélethez Legendre, mikor Euclides tobbi alapigazsagaibol kifolyolag kimutatja,
hogy a haromszog szogeinek Osszege nem lehet nagyobb két derékszognél, a mibol azutan kovetkezik, hogy ha két
egyenesnek egy harmadikkal alkotott bels§ szogei egyiittvéve két derékszoggel egyenlSk, akkor azok nem metszhetik
egymaést, mert kiilonben létrejénne oly haromszog, melyben két szog mar is két derékszoget ad, s igy a harom szog
Osszege ennél nagyobb volna. De mar azt, hogy a két egyenes, csakis ebben az egy esetben nem metszi egymast, kiilon
axioma nélkiil lehetetlen volt bebizonyitani.
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Sokan fogjak immar kérdezni: mire val6 ez a sok elmélkedés, hiszen abbol indultunk ki, hogy a geometria tapasztalati
tudomany — és senki sem kételkedik, hogy csakugyan az — hat akkor nem-e a tapasztalat a legbiztosabb probakdve?
Ez az ellenvetés igaz és jogosult. Valéban tudoményos elméleteinknek egyetlen biztos préobakdve a tapasztalat. Semmi
egyebet nem varunk téliik, csak azt az egyet, hogy a tapasztalattal egyezd eredményt adjanak. Még azt sem kérdezziik,
hogy maga az alapigazsag, csakugyan igazsag-e, sem azt, hogy az alapfogalmak a nagy mindenségben csakugyan agy
vannak-e meg, a hogy mi azokat felfogjuk. Lehet, hogy csak képek, megallapodasszeri fikcziok, lehet, hogy a valdval
csak olyan viszonyban vannak, mint a kép azzal a targgyal, melyet abrazol. Ez mind meglehet, de azt az egyet foltétlentil
megkoveteljiik, hogy Osszes kdvetkezményeik a valdval megegyezésben legyenek. Ily felfogasban azutan a parhuzamosok
kérdése csakugyan hamar eldonthets. Mérjiik meg példaul, hogy valamely haromszog szogeinek Osszege mennyi? Ha
180 fok, akkor Euclides 5. postulatuma helyes és az egész Euclides-féle geometria szilard alapon &ll; ha nem, akkor az
5. axioma elvetends és a geometria j alapokra fektetendd.

Elvileg ez igen egyszert, de a gyakorlatban lehetetlen. Minden mérés hibaval jar; szemiink sem tokéletes, a messze-
lat6 se az, a szogmérs kor se az. Ebbe mér bele kell nyugodnunk. Valéban csoda szdmba mehet, ha egy haromszog
szOgeit pontosan lemérve és Osszegezve 180 fokot kapunk. Eltérés majd nem mindig volt és lesz is; nagyon kicsiny
ugyan, de mégis mindig meg van. Mar most minek tulajdonitsuk? A meérés fogyatékos voltanak, vagy pedig annak,
hogy a haromszog szogeinek 6sszege nem 180 fok?

De még ha csak ez a baj volna! E miatt egész batran allithatnok, hogy a haromszog szogeinek Gsszege csakugyan
180 fok. Minden tudoméanyunk tgyis csak kozelité (a mathematika is), a teljes igazsagot csak bizonyos perczentszamig
birjuk megkozeliteni. Igy ebbe egészen jol belenyugodhatnank, és azzal a par masodperczczel, mely hibazik vagy
felesleges nem is tor6dnénk. De a nagy baj ott van, hogy nem tudjuk, vajjon mas esetben nem-e nagyobb a hiba.
Hiszen a mi vizsgaszemiink elhat a csillagos ég legelrejtettebb zugdig, hiszen mi a mi haromszogeinket a Fold, a Nap és
a Sirius kozt is felépitjiik! Geometriai fogalmainkat és tételeinket kiterjesztjiik a végtelenségig. Mi az az egyenes vonal,
mely a Fold egy pontjatol a Nap egy pontjaig terjed? El sem tudjuk képzelni, hogyan lehetne azt kittizni. Mar egy 100
méteres egyenesnek pontos kittizése mennyi bajjal jar és mennyi hibat tesz lehetévé. Valoban a kozvetlen tapasztalat
alapjan lehetetlen megmondani, hogy a mi térbeli alakzatainkkal mi torténik, ha nagysaguk bizonyos hataron tal né.
Ennek a mi tudoményunknak az a feltevés az alapja, hogy azok a tételek, a melyek itt a tapasztalati térben igazak,
azok ott a végtelen térben is igazak. Erre a feltevésre sziikség is van. Ez 4d szarnyat a tudomanynak, hogy a tapasztalat
rogétél megszabadulva, magasabbra szallhasson. E tekintetben a geometria sem nem rosszabb, sem nem jobb barmely
mas tapasztalati tudomanynal.

Tapasztalati alapon tehat nem lehet elddnteni, hogy az 5. postulatum vagy valamelyik kdvetkezménye a valdval
megegyezik-e, vagy sem. Nincs tehat mas hatra, mint a kérdést nyilt kérdésnek tekinteni. Miért ne lehessen oly
geometriat alkotni, melyben az 5. postulatum nem szerepel?

Igy okoskodott Bolyai Janos és megalkotta a maga geometridjat, melyben az 5. postulatumot nem hasznalja. Ebben
a geometridban tehat az egyenesen kiviil fekvs ponton keresztiil tobb oly egyenes htizhat6, mely az adottat nem metszi;
a haromszog szogeinek Osszege nem két derékszog stb. Megmutatja azt is, hogy minden gyakorlati feladat (haromszog-
megoldasok, trigonometria) az 6 geometriajaban éppigy megoldhatd, mint Euclidesében. Minden megoldasnak meg
van a maga kétségtelen egyetlen értelme. Az egész geometria Osszes tételei Gnmagukkal harmonidban, vannak. Ellen-
mondasroél szo sincs. Ez a geometria tehat ép oly realisnak veendd, mint Euclidesé, és ilyennek tekintendék azok is,
melyeket Klein, Clifford, Riemann és Lobatschewski alkottak. Ezek a geometridk a véges tapasztalati térben megegye-
zésbe hozhatok egymassal, a tapasztalatunkon kiviil es6 térre pedig kiilonb6z6 ugyan, de ellenmondasra nem vezets
eredményeket adnak.

Ezekben a geometridkban az alapfogalmak is némi csekély modosulast szenvednek a szerint, hogy melyikhez tartoz-
nak. Igy az egyenest gondolhatjuk végtelennek vagy csak hatartalan nagy, énmagaba visszatérs vonalnak. Az utobbi
esetben ismét kétféle lehet: 1. olyan, hogy két egymést metsz6 egyenes még egy pontban metszi egymast, miként a
gomb két f6kore; 2. olyan, hogy a metszés utan visszatérnek a nélkiil, hogy tobbszor metszenék egymast, mint pl. a co
alak.



