ay by

Ertsiik az
az ba

jel alatt az (a1ba — aoby) kiilonbséget. Az itt folirt determindnsnak két sora és két oszlopa, és

Osszesen 2% eleme van.

Definiczié: Ha valamely determindnsnak n sora és n oszlopa, tehdt n? eleme van, akkor azt m-edrendi deter-
minénsnak nevezziikk. Hogy miként hatarozhaté meg valamely n-edrendd determinans értéke, arrél késGbben fogunk
sz0lni.

A felirt masodrendd determindnst megvizsgalva, a kovetkezs tételekhez jutunk:

1°. A masodrendi determinans értéke nem valtozik, ha sorait oszlopaival ugyanolyan rendben felcseréljiik. Ugyanis:

ay by
as by

al as

=a1by —azb; = by by

2°. A masodrendii determinans elGjele megvaltozik, ha két sorat egymaéssal felcseréljiik. Ugyanis:

ay by
az by

as by
ay by

= a2b; — a1by = —(a1bs — asby) = —

3°. A masodrendii determinans értéke 0, ha két sora egyenls.

ab
ab

‘—ab—ab—O.

4°. A masodrendd determinans értéke 0, ha valamelyik sordnak minden eleme 0. Pl.

00

cd =0-d—0-¢=0.

5°.

(a1 + a’1 (bl + bll)

b = (a1 + a/l)bz — a2(b1 + bll) =
ag 2

ay by
az by

ap by
az by

= (a1by — asby) + (ajbe — azd}) =

Vagyis: Két determinans Osszege, ha ezek csak egy-egy megfelel§ sor elemeiben kiilonbozk, ismét determinans
alakjaban allithato eld.
6°.

ay by
az bo

aic bic
az by

= ai1bsc — asbic=c

Vagyis: A masodrendd determinénst ugy szorozzunk valamely szammal, hogy valamelyik sordnak minden egyes
elemét megszorozzuk vele.

Megjegyezziik, hogy az itt levezetett tételek az oszlopokra is érvényesek az 1°. tétel értelmében.

A harmadrendd determinéns értékének kiszamitasara nézve megallapodunk abban, hogy:

ay by ¢
az by co| = a1 Ay — b1 By + 1 (Y,
a3 bz c3
a hol
ba c2 az c2 as by
Ay = ; = ; C1 = :
b3 c3 as c3 a3 b3

Az Ay, B;, C; masodrendi determindnsok, melyeket igen konnyen elGallithatunk. Aj-et ugyanis ugy képezziik,
hogy az a; elemet tartalmazoé sort és oszlopot kitoroljiik. Tehat:

ba co

A= b3 c3

Ugyanez a szabaly érvényes By és Cj-re nézve is.
Altalaban az n-edrendi determinans kiszamitasat (n— 1)-edrendd determinéns kiszamitisara vezetjiik vissza. Tehat
pl.

ay by c1 dp
ag ba co do
a3 bz c3 d3
ag by cydy

=a1d1 — b1 B1 4+ c1Cy —di Dy,



a hol pl.
ba c2 d
Ay = |b3 c3 d3
by cq dy

stb.

A 3-ad, 4-ed stb. rendi determindnsokra is kimutathatjuk 1 — 5-ig felirt tételeink helyességét, ha a szamitasokat
végrehajtjuk.

Lassuk mar most a determinénsok alkalmazasat egyenletrendszerek megoldasanél. Legyen megadva pl. a kévetkezs
egyenletrendszer:

a1x + b1y +ciz+diu=e
asx + boy + coz + dou = €5
asx + b3y + c3z + dsu = e3
a4x + by + c4z + dyu = ey

Ha pl. z-et akarjuk kiszamitani, akkor irjuk fel a kovetkez6 determinénst:

ax +biy+ciz+diu—er by g dp
D— 2% + boy + coz + dou —es by co do

asx + bsy + csz +dsu —es bs c3 ds|’

asx + b4y +ecaz+dau—es by cyg dy

Ezen determinans értéke 0, mert hiszen elsé oszlopanak minden egyes eleme 0. Most az 5-ik tétel alapjan e deter-
minéns szétbonthato, igy hogy nyerjiik:

ay by c1 di
az ba co do
a3 bz c3 d3
ag by cydy

by by c1 dy
b2 b2 C2 d2

Y \bs by cs ds te
b4 b4 Cq d4

c1brcrdy
c2 by co da
c3 by c3 d3
cq bycydy

d1 bl C1 d1 €1 bl C1 d1
dg by ca da|  |e2 by ca da|
tu d3 bg C3 d3 €3 bg C3 d3 =0

d4 b4 Cq d4 €4 b4 Cq d4

A 2. 3. és 4. determinans értéke 0, mert mindegyikében van két-két egyenls oszlop, tehét

ay by ¢y di e1 by c1 dy
az by co da ez by ca da
+x = ,
as bz c3 ds ez bz c3 ds3
a4 by cydy eq by cq dy
mibdgl
e1 by c1 dy e1 by c1 dy
ez by ca da ez by ca da
e3 bz c3 d3 e3 bz c3 d3
eq by cydy eq by cydy D,
e alblcldl_ D _D.
az by ca do
a3 bz c3 d3
ag by cqdy

Az x nevezGjében el6forduld determinans az egyenletrendszer ismeretleneinek egyiitthat6ibol van Osszetéve és az
egyenletrendszer determinansanak (D) neveztetik.
Az y kiszamitasanal
a1 a1z +biy+cz+diu—e; 1 di
a2
as
Gy

determinénsbdl indulunk ki és akkor nyerjiik, hogy :

a e1 c1 di
az ez c2 da
as ez c3 d3
ay eq Cq dy



Epp igy szamithatjuk ki a z és u értéket is. Egybevetve a nyert eredményeket, nyerjiik a kovetkezs szabalyt:

Az ismeretlen értéke tort alakjaban allithato els, melynek nevezGje az egyenletrendszer determinansa, szamléloja
pedig oly determinéns, melyet az egyenletrendszer determinansaboél igy kapunk, hogy a kérdéses ismeretlen egyiitthatoi
helyébe a jobb oldalon 4ll6 ismeretes tagokat tessziik.

Ha D nem 0, akkor z, y, 2z, u stb. ismeretleneknek bizonyos meghatarozott értékiik van, melyek mint a helyettesités
megmutatnd, csakugyan megfelelnek az egyenletrendszernek. Ez a kdzonséges eset, midén az egyenletrendszernek csak
egy megoldasa van.

Ha D = 0 és a szamlalok egyike nem 0, ellenmondasba jutunk és egyenletrendszernek nincs megoldasa; ha pedig a

0
szamlalok mindegyike 0, akkor — alakra jutunk, tehat az egyenletrendszer hatarozatlan.

Lassuk most, hogy mi térténik akkor, ha az egyenletrendszer homogén, vagyis ha e; = e = ... = 0. Ilyenkor a
Dz = D1
Dy = D,
egyenletek mindegyikében: D; = Do = ... = 0, mert hiszen egy-egy oszlop minden egyes eleme 0. Tehat
Dz =0,Dy=0 ...

Ha az ismeretlenek mindegyike 0, akkor ez az értékrendszer csakugyan kielégiti az egyenletrendszert, ha azonban az
ismeretleneknek csak egyike is kiilonbozik 0-t6l, akkor kell hogy D = 0 legyen. Tehat:
Ha valamely homogén linearis egyenletrendszernek nullatol kiilonboéz6 megoldasa van, akkor ennek sziikséges fel-
tétele, hogy az egyenletrendszer determinansa egyenld legyen 0-val.
Az eddig tanultak alapjan igen egyszert megoldasa adhatd a 978-ik feladatnak.
A Mollveide-féle tételek alapjan ugyanis, ha valamely haromszog oldalai a, b, ¢ és szogei A, B, C:
B-C A

:sin —.

2

(b+¢):a=-cos

Innen pedig :

C A . A
—a - cos +b~s1n§+c~s1n—:O

2
és épp igy
i b S
a-sin cos c-sin o =
C C A-B
(1) a-sin—+b-sin — — c- cos = 0.
2 2
Masrészt ugyancsak a Mollveide-féle tétel értelmében:
(b—¢):a=sin—— cos —
vagy
20 s a4 0
a - sin —b-cos— +c-cos— =
2 2
és épp igy
B . C—-A B
a-cos— +b-sin —c-cos— =0
2 2
C C A-B
(2) —a-cosi—l—b-cosi—i—c-sin =0.

Ha az (1) és (2) egyenletrendszerekben a-t, b-t és c-t ismeretleneknek tekintem, akkor oly két homogén lineéris egyen-
letrendszerem van, melyekben az ismeretleneknek van 0-t6l kiilonb6z6 megoldasuk, mivel egy haromszog oldalainak
meérGszamai 0-t6l kiilonbozsk. Kell tehat, hogy az egyenletrendszerek determinansai 0-val egyenlék legyenek, tehat kell
hogy legyen:
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