(Ismétléssel.)

Ha megengedjiik, hogy a variaczié- és kombinaczié- csoportok elemei kozott ugyanazon elem tobbszor is el6forduljon,
akkor ismétléssel alkotott varidczié — illetSleg kombinéczié — csoportokrél beszélhetiink, melyeknek szamat VT‘(n),
illetGleg Ci (n) jeloljiik. Ha pedig az adott elemek kozott egyenldk is vannak, azaz a pl. a-szor, b pl. S-szor stb. fordul
el6, akkor ezen elemek permutaczioit meg kell kiilonboztetniink azoktol, melyekben egyenls elemek nem fordulhatnak
el6. Az ilyen permutacziok szamat P, (a®, be, e, L l’\)—val jeloljiik, a hol o, B, 7, ... A l-gyel is lehetnek egyenlék
és azt mutatjak, hogy az egyes elemek hanyszor fordulnak elé minden csoportban. Igy tehat

a+B+y+...+A=n.

Czélunk elsé sorban a V! (n)-et kiszamitani. Képzeljiik e végb6l, hogy az 6sszes n elembdél ismétléssel alkotott (r—1)-ed
osztalyu varidczio-csoportokat felirtuk. Minthogy ugyanazon elem t6bbszor is eléfordulhat, azért minden (r — 1)-ed
osztalyl csoporthoz most n Gj elemet flizhetiink, vagyis:

Vi) =n-Vi_(n),

T

épp igy . ,
Vi_i(n) =n-V,_5(n),

T

Vi(n) = n- Vi(n)
Vi(n) = Vi(n) = n.

Eme egyenleteket egymassal megszorozva, nyerjiik, hogy:
Vi(n) =nt.

Vagyis az n elembdl ismétléssel alkotott r-ed osztélyd varidczié-csoportok szamat nyerjiik, ha n-et az r-edik hatvanyra
emeljiik.

Hogy a Ci(n)—et kiszamithassuk, kovetkezGképpen jarunk el. Képzeljik, hogy az n elembdl, ismétléssel alkotott
Osszes r-ed osztalyu kombinacziécsoportokat felirtuk; akkor, minthogy minden csoportban r elem van, az Osszes fel-
irt elemek szama r - Ci(n), vagyis minden egyes elem (pl. x) T Ci(n)-szer fordul els. Ezen (x) elemek szamat

maésként is elgallithatjuk. Ha ugyanis kivalasztjuk mindazon csoportokat, a melyek z-et tartalmazzak és mindegyik-
bol az z-et egyszer elhagyjuk, akkor visszamaradnak az adott n elembél, ismétléssel alkotott Osszes (r — 1) osztalyu
kombinaczié-csoportok, Eztttal, tehat C)._;(n) elemet hagytunk el és minthogy a C)._;(n) kombinaczié-csoportban x
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meég TTC},l(n)—szer el6fordul, azért

ro : r—1
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r-Cp(n) = (n+r—1)C._;(n),

épp igy

(r— 1)0.;71(”) =Mn+r— 2)02«72(")7

2C5(n) = (n+1)Ci(n),
Ci(n) = Ci(n) =n.
Eme egyenleteket egyméssal megszorozva nyerjiik, hogy:

Cin) = (n+7“—1)1(1.12—|j;—”2');ﬁ..(n+1)n_ (n—i—:—l) _Contr—1)

Vagyis az n elembdl, ismétléssel alkotott r-ed osztalya kombinécziok szama akkora, mint az (n+r—1) elembdl, ismétlés
nélkiil alkotott r-ed osztalyd kombinaciok szama.
Ezek alapjan kénnyen kimutathaté, hogy

Cr(n) = Cr_y(n) + Cr(n — 1).
Ha ez utolso6 képlet érvényességét minden esetben fenn akarjuk tartani, akkor a

Ci(n) = Cy(n) + Ci(n - 1)



egyenletbdl '
Cy(n) =1

Végiil még ama permutacziok szaméat kell kiszdmitanunk, melyekben az elemek ismétlgdnek. Legyen az n adott :
aa...abb...b...1-1...1,
mely csoportban az a, b, ..., [ elemek rendre o, 3, ..., A-szor forduljanak els, miért is
a+B8+ ... +A=n.

Hogy a csoportok szaméat meghatarozhassuk, adjunk az egyenls elemeknek indexeket és tegyiik fel, hogy az igy felirt
elemek mind kiilénbozsk:
alaz...aablbz...blgclcg...CV...lllg...lv.

Eme most kiilonbozének vett n elem permutaczidinak szama P(n). A P(a) csoportokban egymés mellett megmaradnak
az a-k, P(f)-ban a b-k és i. t* P(\)-ban az [-ek. Ha tehat az a — k, b — k,...l-ek identikus elemek lesznek, akkor a
kiilonb6z6 permutacziok szama P(a)-szor, P(f3)-szor, ... P(\)-szor kisebb lesz; vagyis:

P(n) B n!
~ P(a)-P(B)...P(\)  alpl... Al




