A kovetkezdSkben a komplex szdmokkal végezhets miiveleteket fogjuk attekinteni, ha azok trigonometrikus alakban
vannak megadva.

I
r1(cos 1 + isin 1) 4 ro(cos w2 + isin ) =
= (r1 cos @1 + 12 cos@a) + i(r sin @1 + 72 sin pa).
Ha
(1) Rcosp =11 cos p1 + T2 €OS 2
és
(2) Rsiny = 11 sin 1 + ro8in @9

akkor osztassal nyerjiik, hogy

71 sin @1 + 12 sin @2
T1COS Y1 + T2 COS o

(3) tgp =

ha pedig mindkét egyenletet négyzetre emelés utan dsszeadjuk, akkor:
(4) R% =72 4+ 72 4 2r17rg cos(pr — @2).

A (3) és (4)-bol lathato, hogy csakugyan lehetséges olyan ¢-t és R-et meghatarozni, melyek (1)-et és (2)-6t kielégitik.
Irhatjuk tehat, hogy minden esetben:

r1(cos 1 + isin 1) + ro(cos g + isinps) = R(cos ¢ + isinp).

Vagyis itt is kittinik, hogy két komplex szdm Osszege ismét komplex szadmot ad. Ugyan e tétel érvényes a komplex
szamok kivonasara is, mely esetben ugyanigy jarunk el, mint elébb.

1I.
[r1(cos @1 + isingi)] - [ra - [(cos w2 + isinps)] =

= ri7rafcos(p1 + @2) + i(singy + @2)]

jobban altaldnositva:
[r1(cos 1 + isingy)][re - (cospa +isings)] ... [rp(cosp, +ising,)] =

=7rre ... rpfcos(pr + p2 + . .oon) Fisin(pr + o2+ ... )]

Tehat két, vagy tobb komplex szam szorzata ismét komplex szamot ad, melynek modulusa a tényez6k modulusainak
szorzataval, argumentuma pedig a tényezGk argumentumainak 6sszegével egyenls.

II1.
ri(cospy +isingy)  ry (cospi +isinpi)(cosps —isings)

ro - (Cospa +isingws) 1o (CoSpa + isinpg)(cos s — isinys)

r .
= T—l “[cos(p1 — w2) +isin(p1 — @2)].
2

Két komplex szam hényadosa tehat oly komplex szamot ad, melynek modulusa az osztand6 és oszté6 modulusanak
hényadosa, argumentuma pedig az osztandé és osztd argumentumainak kiilonbsége.

IvV.
[r(cos ¢ + isin)]™ = [r(cosp + ising)] - [r(cosp +ising)] ... r(cosp +ising)] =

(1) =r -7 -r...rlcos(fp+e+ ...+ ) tisin(lp+eo+e ... +p)]=r" (cosng+i sinny).

Valamely komplex szdm n.-ik hatvanya oly komplex szdm, melynek modulusa az alap modulusédnak n.-ik hatvanya,
argumentuma pedig az alap argumentuménak n-szerese.
E tétel azonban akkor is érvényes, ha a hatvanykitevé negativ egész szam, vagy tort. Ugyanis:
1 cos0+¢sin0

Ircos ¢ +ising)] ™ = [r(cosp +isinp)|? R (cosny + isinng)’




Az osztast végrehajtva I11. szerint nyerjik, hogy
[r(cosp +isin)]™" = r~"[(cos(—nyp) + isin(—nyp)].

Ha pedig a hatvanykitevs tortszam, akkor:

3=

(2) [r(cos @ + isingp)|n zri(cosf—i—isinf).
n n

A felirt egyenlGség helyességérdl rogton meggy6zédiink, ha mindkét oldalt felemeljiik az n.-ik hatvanyra, mert akkor
a kovetkez6 identitashoz jutunk:
r(cosp + isiny) = r(cos ¢ + isingp).

Ez ut6bb nyert egyenlet még a kdvetkezSképp is irhato:

Y/r(cos p +ising) = W(cosf —i—isinf).

n n

Minthogy pedig:

{cosgpzcos(g0+2k7r) (k=0 41, 42, )

sin ¢ = sin(p + 2k7)
tehét

2k 2k
(3) Y/r(cos @ +ising) = {L/v_“(cos(p—i— 7T—i—isimsp—i_ W).
n n

Tehat: Valamely komplex szam n.-ik gydkének modulusa a radicandus modulusanak positiv n.-ik gyoke, argumen-
tuma pedig a radicandus argumentumanak n-ed része.

A (3)-ban k felvehet minden egész szamu értéket. Azt lehetne tehat gondolni, hogy valamely szamnak végtelen sok
kiilonboz6 gyoke van. A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy:

Valamely komplex szam n.-ik gyokének n egyméstol fiiggetlen gyoke van.

Ugyanis:
o ? + 2km —eos? 2km

n n

C

és
. o+ 2km . o —2km
sin = sin

)

n
mibdl folyik, hogy elégséges, ha k-nak positiv (0, 1, 2, ...) értékeket adunk. Ha k = n, akkor

2
cosM = cos <£ +27r> :cosf
n n n

és
2
sin £ <f Hﬁ) —sn?
n n n

vagyis ugyanazt a gyokot kapjuk, mint £ = 0 esetben. Legyen

k
—>1,
n
akkor
k r
—=4q + )
n
a hol mar tehat ,
— <1, tehat r<n.
n

Ebben az esetben o o )
g P2k (u N m) g P2
n

n n
és
cos M = sin <M + 2q7r) =sin M
n n n
Fiiggetlen gyokoket tehat csak akkor kapunk, ha k£ < n, ha tehat £ = 0, 1, 2, ..., n — 1, mib6l kovetkezik

kimondott tételiink helyessége.
A TV, alatti képleteket Moivre-féle képleteknek nevezziik.



