
I. Coordinata rendszerek a síkban.

C)Sarkoordináták.

Ha a síkban valamely O szilárd pontot választunk, és az O pontból úgynevezett OX félsugarat húzunk, akkor a

sík R pontjának a helyzetét tudjuk, ha egyrészt az R pontnak O ponttól való ρ távolságát, másrészt pedig a szöget

ismerjük, melyet az OR = ρ távolság az OX félsugárral alkot. (16. ábra.)

16. ábra

az OX félsugarat sarktengelynek, az O pontot sarknak; az OR = ρ távolságát radius vetornak és az α szöget

sarkszögnek nevezzük. A radiusvetor és a sarkszög alkotják a pont sarkoordinátáit.

A radius vetort sak absolut értékében szoktuk számításha venni; a sarkszöget azonban, a sarktengelyt®l számítva

az óramutató járásával ellenkez® irányban positívnak, vele megegyez® irányban pedig negatívnak vesszük.

(Az ábrában látható R pontnak sarkszöge +; az R1 ponté −).

Az R pont sarkoordinátáiból könny¶ szerrel megtalálhatjuk ugyanannak a pontnak a Cartesius-féle derékszö-

g¶ oordinátáit és viszont. Ha ugyanis a sarkrendszert olvan derékszög¶ rendszerrel hozzuk kapsolatba, melynek

kezd®pontját az O sarkpontban választjuk és melynek absissa tengelye a sarktengelyt födi, akkor az ROM△-b®l

RM

OR
= sinα és

OM

RM
= cosα;

vagyis

y = ρ sinα és x = ρ cosα, ρ = ±

√

x2 + y2.

Ezen kapsolatok alapján szoktuk az egyenleteket transformálni.

D)Homogén oordináták.

Parallel oordinátákra vonatkozó egyenleteken gyakran láthatjuk, hogy ha egyes tagjaiban a bennök el®forduló

változóknak (ismeretleneknek) hatványkitev®it összeadjuk, az összeg nem minden egyes tagban egyenl®.

S®t azokban az egyenletekben olyan tagokat (v. tagot) is lelünk, melyek a változókat éppenséggel nem tartalmazzák

(más szóval, melyekben a változók az 0-adik hatványban fordulnak el®.)

Parallel oordinátákban tehát az egyenlet egyes tagjai rendszerint különböz® méret¶ek. Az egyenletek heterogén

jelleg¶ek. (Ilyen pl. az x2 + y2 − 2ax+ a2 − ρ2 = 0; benne az els® és a második tag kétméret¶, a harmadik egyméret¶,

a negyedik és az ötödik absolut tagok.)

Homogén oordinátákban az egyenletek más szerkezet¶ek. Az egyenletek homogének. Homogénnek azt az egyenletet

nevezzük, melynek minden egyes tagjában a változók hatványkitev®inek összege egyenl®. Homogén egyenletnek ninsen

absolut tagja. Homogén pl. ax2

1
+2bx1x2+2cx1x3+dx2

2
+2ex2x3+fx2

3
= 0 egyenlet. Benne minden egyes tag kétméret¶.

A homogén oordinátáknak ez nagy el®nyt biztosít, mert a homogén egyenletek általánosabb jelleg¶ tételek leve-

zetésére alkalmasabbak.

Az a körülmény, hogy bármely nem homogén egyenletet egyszer¶ transformatiók alapján homogénné lehet tenni,

tájékoztatást nyújt egyrészt a parallel és a homogén oordináták közti összefüggésr®l, másrészt megjelöli az utat,

melyen haladnunk kell, ha egyik rendszerr®l a másikra át akarunk térni. A tudósok kimutatták, hogy a két rendszer

között lév® kapsolat annyira szoros, hogy a parallel oordináták a homogéneknek tulajdonképpen sak speziális esetét

képezik.

*

A homogén oordinátákban is megkülönböztetünk pont- és vonaloordinátákat.

Homogén pontoordináták és homogén vonaloordináták között ugyanaz a különbség, de ugyanaz az összefüggés

is van, mint a közönséges pont- és vonaloordináták között.

A szoros kapsolat az elemek dualitása.

A rendszerek tényleges bemutatása el®tt most mindenek el®tt pillantást kellene vetni az eszmék ama egyszer¶

de szép és érdekes menetére, mely a homogén oordináták fölépítésére vezetett. Mind a mellett mell®zhetem a jelen
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esetben a részletesebb bevezet® magyarázatokat, mert Arany Dániel ugyan e helyen (a III. évf. 3. és 4. számában) "a

hely meghatározásról a síkban" z. a. közölt két zikkében a homogén oordináta rendszerek lényegét ismertette. Mid®n

tehát ama két zikkre való hivatkozással sak a rendszerek bemutatására szorítkozom, fölhívom a tárgy iránt érdekl®d®k

�gvelmét dr. W. Fiedler "Die darstellende Geometrie" zím¶ jeles munkájának III. kötetére."Die onstruirende und

analytishe Geometrie der Lage". E jeles m¶ a homogén (projetiv) oordináta rendszerek származtatásának egész

menetér®l minden tekintetben alapos útbaigazítást ad.

1. A pont homogén oordinítái. (Homogén pontoordináták.)

Ha a síkban valamely A1A2A3 szilárd oordináta háromszöget választunk, akkor a sík összes pontjait a háromszög

három oldalához viszonyíthatjuk. (17. ábra.)

17. ábra

A pont oordinátái alatt ugyanis a pontnak a háromszög oldalaitól mért mer®leges távolságait értjük.

Az A2A3, A3A1 és A1A2 oldalak a rendszer tengelyei.

Jelöljük a T pontnak a tengelyekt®l való távolságait rendre x1-gyel, x2-vel és x3-mal; akkor x1x2 és x3 értékeket a

pont trimetrikus (homogén) oordinátáinak nevezzük.

Ha a háromszög oldalait a súsokon túl meghosszabbítjuk, a három egyenes (tengely) az egész síkot hét részre

osztja. Ha a T pont nem pontja a tengelyeknek, akkor bizonyára a hét síkrész egyikében fekszik. Erre való tekintet-

tel nem elegend®, ha a három oordinátának sak absolut értékét ismerjük, hanem a pont teljes meghatározásának

zéljából a oordinátákat el®jellel látjuk el.

Nevezetesen:

ha a T pont és az A1 sús az A2A3 tengely ugyanazon oldalán van, akkor x1 positív,

ha a T pont és az A2 sús az A3A1 tengely ugyanazon oldalán van, akkor x2 positiv,

ha a T pont és az A3 sús az A1A2 tengely ugyanazon oldalán van, akkor x3 positiv.

Ellenkez® esetben a oordináták negativ el®jel¶ek.

(A 17. ábrában x2 és x3 positív, ellenben x1 negatív. Ha a T pont a oordináta háromszögön belül feküdnék, akkor

mind a három oordinátája positív volna.)

Ha a háromszög oldalait g1-gyel, g2-vel, g3-mal; nemkülönben a háromszög kétszeres területét △-val jelöljük, akkor

a oordináták közti összefüggést a g1x1 + g2x2 + g3x3 = △ egyenlet fejezi ki.

(Ennek az egyenletnek a helyességér®l könny¶ szerrel meggy®z®dhetünk. Lásd a 17. ábrát.)

Ha az A1A2A3 háromszög három súsának a oordináláit h1-gyel, h2-vel és h3-mal jelöljük, nemkülönben �gye-

lembe vesszük, hogy g1h1 = △; g2h2 = △, g3h3 = △ vagyis

g1

△
=

1

h1

;
g2

△
=

1

h2

;
g3

△
=

1

h3

,

ekkor a fönti egyenletet így írhatjuk :

x1

h1

+
x2

h2

+
x3

h3

= 1.

Ezért bátran mondhatjuk, hogy az x1, x2 és x3 számokat sak akkor tekinthetjük a T pont homogén oordinatáinak,

ha az

x1

h1

+
x2

h2

+
x3

h3

= 1

lineáris egyenletnek eleget tesznek.

Az ábra szemléléséb®l közvetetlenül meggy®z®dhetünk, hogy a háromszög három súsának a oordinátái a követ-

kez®k

Az A1 súsé: x1 = h1; x2 = 0; x3 = 0,

" A2 " x1 = 0; x2 = h2; x3 = 0,

" A3 " x1 = 0; x2 = 0; x3 = h3.

2



A oordináták értékei szempontjából érdekesek a háromszög úgynevezett "f®pontjai". Azok közül a háromszögbe

írható (ρ sugarú) kör középpontjának oordinátái:

x1 = ρ1; x2 = ρ2; x3 = ρ3.

A háromszög súlypontjának oordinátái :

x− 1 =
h1

3
; x2 =

h2

3
; x3 =

h3

3
.

Az

x1

h1

+
x2

h2

+
x3

3
= 1 egyenletet érdekessé teszi az a körülmény, hogy vele az x1, x2, x3 oordinátákra vonatkozó nem

homogén egyenleteket homogénné lehet tenni.

2. Az egyenes vonal homogén oordinítái. (Homogén vonaloordináták.)

Ha a oordináta-háromszög három súsából a t egyenesre mer®legest ejtünk, továbbá a síkban tetszés szerint

valamely C pontot választunk, bel®le is a t egyenesre mer®legest ejtünk, és ha a súspontokból ejtett mer®legeseknek

mértékszámait egyenkint a C pontból ejtett mer®legesnek mértékszámával elosztjuk, akkor a három hányadost az

egyenes vonal három homogén oordinátájának tekinthetjük.

18. ábra

Ha az A1 pont távolságát t-t®l r1-gyel jelöljük,

" A2 " " " r2-vel "

" A3 " " " r3-mal "

akkor a t egyenes vonal trimetrikus homogén oordinátái:

r1

r
= u1;

r2

r
= u2;

r3

r
= u3.

Itt is tekintetbe veszszük az el®jelet. Nevezetesen:

u1-et positívnak vesszük ha A1 és C a t egyenes ugyanazon oldalán fekszik,

u2-t " " " A2 " C " " " " "

u3-t " " " A3 " C " " " " "

ellenkez® esetben a oordináták negatív el®jel¶ek.

(A 18. ábrában u1 és u3 positív; u2 negatív. Ha a t egyenes nem metszi a oordinata háromszöget és a C pontot a

háromszögön belül választjuk, akkor mind a három oordinata positív.)

Jelöljük a C pont oordinátáit (távolságait a háromszög oldalaitól, tehát pontoordináláit) ρ1-gyel, ρ2-vel, ρ3-mal,

akkor a oordináta háromszög három oldalának oordinátái:

A2A3 oldalé u1 =
h1

ρ1
; u2 = 0; u3 = 0; mert

{

r1 = h1

r = ρ1

}

A3A1 " u1 = 0; u2 =
h2

ρ2
; u3 = 0; mert

{

r2 = h2

r = ρ2

}

A1A2 " u1 = 0; u2 = 0; u3 =
h3

ρ3
; mert

{

r3 = h3

r = ρ3

}

*

A különböz® helyzet¶ és irányú egyeneseknek a oordinátái rendszerint különböz® érték¶ek.

Azonban, ha két vagy több egyenesnek egy közös oordinátája van, ez annak a jele, hogy az egyeneseknek közös

pontjuk van. Ha pl. a t1, t2, t3, . . . egyenesek oordinátái közül u1 közös érték¶, akkor a T pont rajta van az A1 és

C pontokat összeköt® egyenesen és az A1C távolságot az

A1T

CT
= ±u1 viszonyban osztja.

Ha a T pont az A1C távolságon belül fekszik, akkor a oordináta − el®jel¶ (19. ábra).
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19. ábra

Ha az A1C távolságon kívül esik, + el®jel¶ (20. ábra).

20. ábra

Az els® esetben az A1-b®l és a C-b®l az egyenesekre ejtett mer®legeseknek talppontjai olyan körökön feküsznek,

melyek T -ben kívülr®l érintkeznek. A második esetben a körök � a talppontok geometriai helyei � belülr®l érintkeznek.)

Ha a t1, t2, t3, . . . egyeneseknek oordinátái közül u2 közös, akkor T metsz®pontjuk az A2C egyenesen van. A

közös oordináta viszonyszáma

A2T

CT
= ±u2.

Ha végre u3 közös, akkor a T rajta van az A3C egyenesen. A viszonyszám

A3T

CT
= ±u3.

Az esetek bármelyikében a t1, t2, t3, . . . egyenesek a T pontot beburkolják. (Enveloppjai a közös metsz® pont-

juknak.)

Megjegyezhetjük még, hogy mindazoknak az egyeneseknek, melyek a szilárd C ponton áthaladnak, oordinatái:

u1 = ±∞, u2 = ±∞, u3 = ±∞.

*

Ha a homogén vonaloordináta-rendszerben is a háromszög kétszeres területét △-val jelöljük, akkor valamely egye-

nes vonal három homogén oordinátáját a következ® egyenlettel kapsolhatjuk össze:

g1ρ1u1 + g2ρ2u2 + g3ρ3u3 = △.

Tekintettel arra, hogy g1h1 = △, g2h2 = △, stb. vagyis

g1

△
=

1

h1

, stb. az egyenletet így is írhatjuk:

ρ1

h1

u1 +
ρ2

h2

u2 +
ρ3

h3

u3 = 1

és mondhatjuk, hogy az u1, u2, u3 számok sak abban az esetben homogén oordinátái valamely t egyenesnek, ha

ennek a lineáris egyenletnek eleget tesznek.

Különös jelent®séget nyer ez az egyenlet azzal, hogy vele az u1, u2, u3 vonaloordinátákra vonatkoztatott bármin®

fokú nem homogén egyenleteket homogénekké lehet átalakítani.

*

A homogén pont- és vonaloordinaták kölsönös összefüggésér®l nyújtson némi fogalmat a következ®k párhuzamba

állítása.
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Azt a föltételt, hogy valamely T pont, valamely t egyenesen van, vagy megfordítva valamely t egyenes valamely T

ponton áthalad, a következ® egyenlet fejezi ki:

1

h1

u1x1 +
1

h2

u2x2 +
1

h3

u3x3 = 0.

Ennek az egyenletnek kett®s jelent®sége van. Jelent®sége van úgy pontoordinátákban, mint vonaloordinátákban.

Ugyanis:

Ha benne a t egyenes oordinátáit ismerjük, Ha benne a T pont oordinátáit ismerjük,

akkor az egyenletet így írhatjuk: akkor az egyenletet így írhatjuk:

(

u1

h1

)

x1 +

(

u2

h2

)

x2 +

(

u3

h3

)

x3 = 0,

(

x1

h1

)

u1 +

(

x2

h2

)

u2 +

(

x3

h3

)

u3 = 0,

vagy rövidebben: vagyis rövidebben:

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0. a1u1 + a2u2 + a3u3 = 0.

Ez a homogén vonalas egyenlet homogén Ez a homogén vonalas egyenlet homogén

pontoordinátákban az egyenes vonalnak az egyenlete. vonaloordinátákban az egyenes pontnak az egyenlete.

∗ ∗

Homogén pontoordinátákban a másodrend¶ Homogén vonaloordinátákban a másodosztályú

görbéknek az egyenlete: görbéknek az egyenlete:

a11x
2

1
+ 2a12x1x2 + 2a13x1x2 + a22x

2

2
+ a11u

2

1
+ 2a12u1u2 + 2a13u1u3 + a22u

2

2
+

+2a23x2x3 + a33x
2

3
= 0. +2a22u2u3 + a33u

2

3
= 0.
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