I. Coordinata rendszerek a sikban.
A) Parallel pontcoordindtdk.

1. A derékszogil rendszer. Ha a sikban két egymaéast derékszog alatt metsz6 X X; és YY; egyenes vonalnak a
helyzetét ismerjiik, akkor a két egyenes alapjan biztos kovetkeztetést vonhatunk a sik barmely pontjanak helyzetére.

A P pont helyzetét ugyanis meghatérozzak a pontnak az egyenesekt6l mért PM és PN mer6leges tavolsagai (1.
abra.).
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1. dbra

A sikban derékszog alatt rajzolt X X; és YY7 egyenesek derékszogi (orthogonalis) parallel-coordindta tengelyrend-
szert alkotnak.

A PN = OM = a tavolsag a P pont abscissdja; a PM = ON = b, a pont ordindtdja. Az X X;-vonal az abscissék,
az Y'Y7 az ordinatak tengelye; O metszépontjuk a rendszer kezdSpontja. Az abscissat roviden z, az ordinat y bettvel
jeloljiik.

Hogy a parallel-coordinata-rendszerben bizonyos pont helyzetének meghatarozasara csakugyan két adat kivantatik,
kénnyen belathatjuk, ha megfontoljuk, hogy az x = a, vagyis OM tavolsag (2. dbra.) egymagaban nemcsak egy, hanem
a sik végtelen sok, t.i. az M ponton athaladé és az ordinata tengellyel paArhuzamos egyenes Gsszes pontjainak kozos
abscissaja.
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2. dbra

Viszont, egymagaban az y = b sem elegendd, mert ez koézos ordindtdja az N ponton athaladé és az abscissa
tengellyel parhuzamos helyzeti egyenes barmely pontjanak (3. dbra.).
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3. dbra

Ezért a sik egyetlen egy pontjanak biztos megjelolésére az x = a-t és egyidejlleg y = b-t kell ismerni. Parallel
rendszerben tehéat két coordinata egy pontot hatdroz meg, és viszont a sik minden pontjihoz két coardinata tartozik.

Ha az a és a b tavolsagok adva vannak, akkor a pontot kozvetleniil meg lehet szerkeszteni; ha azonban a-nak és b-nek
csak mérdszamait ismerjiik (pl. = 3, y = 4) akkor még valamely mérSegységre van sziikségiink, melyet a kezd6pontbol



kiindulva az x tengelyre a-szor és az y tengelyre b-szer folrakunk. Csak ennek megtorténte utdn szerkeszthetjiik meg
azt a parallelogrammal, melynek egyik cstucsaban a keresett P pontot nyerjiik (1. abra.).

Ama koriilményre valo tekintettel, hogy az X X; és Y'Y tengelyek az egész sikot négy részre osztjak, a P pont
teljes (egyértelmd) meghatarozasira még az sem elegendd, ha két coordinatdjanak csak absolut értékét ismerjiik.
Minden kétség elkeriilése végett tehat a coordinata tengelyek részeit (és veliik egyiitt a coordinatakat) a kezdd ponttol

szamitva irdny szerint eldjellel kiilonboztetjiik meg. Hogy a pontot a sik melyik negyedében kell keresniink, azt tehat
coordinatainak elGjelei mutatjak. (Lasd a 4. abrat.)
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4. dbra

Altalaban azonban mondhatjuk, hogy az & = a és y = b két egyenlet algebrai médon fejezik ki a pont helyzetét a
coordinata tengelyek kozott. A pont helyzetének megjeldlésére azonban méas algebrai relatiokat is talalhatunk. Azok

az algebrai egyenletek, melyek megoldasképpen az x = a és y = b alaki egyenleteket szolgaltatjak, a pontnak algebrai
representansai.

Igy mondhatjuk, hogy két elsdfoki, két ismeretlent (a coordinatakat) tartalmazo egyenlet egy pontot hatdroz meg.
Mert, ha

f(@,y) =ax+by+c=0
o(z,y) =arx +biy+c1 =0

bcy — bic ajc—ac

egyenletrendszert megoldjuk, akkor z = —L 71T s y= 12 T azaz a-re 6s y-ra nézve egy-egy értéket nyeriink,
ab1 - a1b ab1 — CL1b

melyekbdl a pontot megszerkeszthetjiik. Pl.

20+ 5y =19
3z — Ty =—15

Megoldas: z =2; y=3.
A bel6liik megszerkesztett M pontot az 5. dbraban latjuk.

Y

--c<—-4-—~0&

5. dbra

A geometriai hely. Egészen mas a dolog, ha csak egy egyenletiink van. Egyetlen-egy két ismeretlent tartalmazé
egyenlet mar nem egy, vagy esetleg csak néhany pontot, hanem a pontoknak egész sorozatat képviseli. Valahdnyszor
ugyanis az y = f(z) algebrai egyenletben z-nek bizonyos értéket adunk, mindannyiszor y-nak is bizonyos érték felel
meg. Ezért mondhatjuk, hogy z-hez és y-hoz a kiilénbo6z6 értékek egész rendszerei tartoznak. Ha ama értékekben
sorban +o00-t6l —oo-ig haladunk, és z-nek és y-nak egyiivé tartozo értékeibsl a megfelel6 pontokat megszerkesztve
képzeljiik, akkor a pont geometriai helyét nyerjiik; az eredmény vonal lesz.

A geometriai hely egyenes- vagy gorbe-vonal lehet; hogy milyen lesz, az az egyenlettdl fligg (6. és 7. dbra.).
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7. dbra

Vannak algebrai és transcendens egyenletek. Minden egyenlet geometriai helyet képvisel, azért vannak algebrai és
transcendens vonalak. Csakis két ismeretlent tartalmazo algebrai egyenleteket tartvan szem el6tt, mondhatjuk, hogy
a Descartes-féle pontcoordinatdkban az elsdfoki egyenlet egyenes vonalat jelent és kdnnyt szerrel viszont kimutathato,
hogy az egyenes vonalnak az egyenlete mindenkor elsdfoki.

Mar a mdsodfoki és azon tul minden magasabb foku egyenlet gorbe vonalat képvisel. Nevezetesen, a masodfoka
egyenlet mdsodrendi, a harmadfokd, harmadrendd stb. az n-edfoka n-edrendd sik gorbét represental.

A sik-gorbéket egyszerd gorbiiletd gorbéknek nevezziik, szemben a térbeli gorbékkel, melyeket kett6-gorbiilettieknek
mondunk. Habar szorosan véve nem tartozik e cikksorozat keretébe, mellékesen megjegyzem, hogy az egyszerd gor-
biiletd gorbék rendszama alatt ama pontok szamat értjiik, mely pontokban valamely egyenes vonal az illet§ gorbét
metszi.

Mivel az egyenes vonalat mas egyenes csak egyetlenegy pontban metszheti, azért az egyenest elsérendid nek mondjuk.
A mdsodrendieket (a kort, a kupszeleteket), az egyenes két, a harmadrendd eket hdrom, altalaban az n-edrendteket n
pontban metszi.

Vajon valosak- vagy képzetesek-e a metszGpontok és ha valdsak, a véges térben fekiisznek-e vagy a végtelenben,
az a metszé egyenes helyzetétsl és a gorbe vonal természetétdl fiigg. Erdekes, hogy, mint a metszé egyenesrdl, a sik
ugynevezett végtelenben fekvd egyenesérdl is szélhatunk.

Az Az 4+ By + C = 0 els6foku egyenlet az egyenes egyenletének legéltalanosabb alakja. Benne A, B és C allando
mennyiségek és ezek hatarozzak meg az egyenes helyzetét a sikban (t.i. a coordinata tengelyek kozott). Az x és y pedig
ama pontnak a coordinatai, mely pont az egyenest leirja. Mas szoval az egyenes egyik pontjanak valtoz6 coordinatai.
Az egyenes egyenletének leggyakrabban hasznalt alakjai: y + max +n; — + % =0; zcosa+ ysina —p = 0; ahol az
allandoknak az egyenletek mindegyikében més-mas jelent&sége van. ¢

Az % + L. 1; alakd egyenletben a és b alatt azt a két metszéket értjiik, melyeket az egyenes a tengelyeken
meghataroz (9. abra.).

Ha az Ax + By + C = 0 altalanos alaku egyenletben C' = 0; akkor az Ax + By + C = 0 egyenlet olyan egyenest

képvisel, mely a rendszer kezd6pontjan athalad. Ebben az esetben az egyenest meghatarozza az LA 5 = tga; ahol
x

« alatt ama szoget értjiik, melyet az egyenes az abscissédk tengelyével alkot.
Ha A = 0 akkor By + C = 0. Ez olyan egyenesnek az egyenlete, mely az x tengellyel parhuzamos. Az z-t6l vald

merGleges tavolsagat y = -5 mutatja

C
Ha B = 0; akkor Az+C = 0. Ez az y tengellyel parhuzamos egyenesnek az egyenlete. Beldle z = -1 meghatéarozza
az y-tol valod tavolsagat.

A B
Ha tovabba az Ax + By + C = 0 egyenletet —C-vel elosztjuk, az egyenletet oty 1 = 0 alakra hozzuk,
C C C
és ezt, az % + % = 1 alakaval 6sszehasonlitjuk, nyerjik: a = 1 és b = 5 Ebbél lathatjuk, hogy a (— Z) és

C
(— —) tortek értékei az egyenes vonal altaldnos egyenletében ama metszékeket hatédrozzadk meg, melyeket az egyenes

a tengelyekkel alkot.

Minél kisebbek a nevezdk, annal nagyobbak a tortek értékei. Ha A = 0 és B = 0, akkor (C-nek véltozatlan értéke
mellett) a két metszék végtelen nagy és az egyenlet olyan egyenest képvisel, melynek minden pontja a végtelenben
van; mas szoval az egyenlet végtelenben fekvd egyenest jelent.

A masodfoku egyenlet legaltalanosabb alakja:

az® 4 2bxy 4 cy® + 2dz + 2ey + f = 0.

Ez altalanos képviselGje az 6sszes masodrendd gérbéknek. Hogy ming fajtaju, alaka és helyzetd masodrendid gorbével
van dolgunk, azt az egyenlet alland6ibol tudhatjuk meg. Féleg attol fiigg, vajon vannak-e az egyenletben egyenls és
nulla értékd egyiitthatok és melyek azok.

A magasabb rendii algebrai sikgérbék egyenletei altalaban a masodrendtiekéhez hasonlo alakuak ugyan, de a
fokszamra vald tekintettel complikaltabb szerkezetiiek.

2. Ferdeszogi (klinogondlis) parallel coordinata-rendszer. Habar az egyszertiség és kényelem szempontja-
bol az analytikai szamitasokban tébbnyire derékszogi coordinatakat alkalmazunk, azért hasznalunk némelykor olyan



rendszereket is, melyekben az ordinata tengely az abscissa tengelyt hegyes, illet6leg tompa szog alatt metszi (8. dbra.).

8. dbra

Azokat a rendszereket ferdeszogd eknek (klinogonalisoknak) nevezziik. Mint az orthogonalis, tgy a klinogonalis
rendszer is parallel-coordinata rendszer, és a kettd koziil bizonyara a klinogonélis az altaldnosabb jellegd.

A ferdeszo6gii rendszerben a P pont coordinatait nyerjiik, ha a ponttél az abscissa, illetSleg ordinata tengelyhez par-
huzamosokat hizunk. Természetes, hogy az elGjelet itt is figyelembe vessziik, nemkiilénben a szamitasokban tekintettel
vagyunk a tengelyek alkotta szog nagysagara.

B) Vonalcoordindtdk.

Nemcsak a pontnak, hanem az egyenes vonalnak a helyzetét is a sikban két adat teljesen meghatarozza. Meg-
hatarozzak ama a és b tavolsagok, melyeket az [ egyenes a tengelyekbdl (az O ponttol szamitva) lemetsz (9. 4bra.).
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9. dbra

1 1
Jeloljiik a-nak és b-nek negativ reciprok értékeit u-val és v-vel, (t.i —— =ués 7= v) ; akkor az u és a v értékeket
a

az egyenes a vonal coordinatdinak, roviden vonalcoordinatdknak nevezziik.

Konnyen belathatjuk, hogy valamely két ismeretlent tartalmazo els6foki egyenletnek nemcsak abban az esetben
van geometriai jelentGsége, ha a benne lévs ismeretleneket valamely pont valtozo coordinatainak vessziik, hanem akkor
is, ha ama ismeretleneket valamely egyenes vonal valtozo meghatarozo adatainak (coordinatainak) tekintjiik.

Ha ugyanis valamely f(u,v) = 0 alakt egyenletiink van, akkor u kiilonboz6 értékeinek egész rendszeréhez — az egyen-
let kapcsan — v kiilonbo6z6 értékeinek egész rendszere is tartozik. Ha az u-nak tulajdonitott értékekben rendre—+oo-t6l
—oo-ig haladunk, a v-ket meghatarozzuk és az u-nak és v-nek egyiivé tartozé értékeibdl a kiilonboz6 egyeneseket rendre
megszerkesztve képzeljiik, akkor a vonalcoordinatdkban ugyanazzal a joggal szélhatunk az egyenes vonal geometria:
helyérdl, a mellyel a pontcoordinatidkban a pont geometriai helyét hangoztattuk.

Kozvetetlen egymasutan kovetkezs (végtelen kozel egymas mellett fekvonek képzelt) 1, 2, 3, 4 ... metsz6 helyze-
teivel az egyenes valamely gorbe vonalat beburkol, ugy hogy mindegyik egyenes érintdje a gorbének (10. és 11. dbra.).

10. abra



11. dbra

A gorbe enveloppja az egyeneseknek. Ha az egyenes valamelyik helyzetében a coordinata tengelyek egyikével par-
huzamos, akkor az illet tengelyen 1év6 metszéke természetesen végtelen nagy (11. abra.).

Ebben az egyenletben uz+vy —1 = 0 az u és v vonalcoordinatéak; x és y pontcoordinatak. Ennek az a magyarazata,
hogy a pont, melynek coordinatait z-szel és y-nal jeloltiik, rajta van ama egyenesen, melynek coordinatait u-val és v-vel
jeloljik. Minthogy ebben az egyenletben tulajdonképpen négy valtoz6é mennyiséget latunk, azért az egyenletnek kettds
értelme van. — Nevezetesen, ha u és v adva van, akkor az egyenletben csak az x és y valtoz6 mennyiségek maradnak. Ha
ebben az esetben x-nek kiilonb6z6 értékeihez az y-okat megszerkesztjiik, akkor — geometriailag fejezvén ki a dolgot — az
(z, y) pont leirja azt az egyenest, melynek u és v a coordinatai. (Ez tehat az egyenletnek az értelme pontcoordinatdkban.)
Ha ellenben z-t és y-t adottnak (pl. = £ és y = n), ellenben u-t és v-t valtozoknak képzeljiik, akkor az egyenlet ilyen
alakot olt Eéu+nv — 1 = 0, és geometriai interpretdlasban azt jelenti, hogy mind ama egyeneseknek egyenlete, melyek
a &, n ponton athaladnak. Mas szoval az u és v coordinatakkal bir6 egyenesek, a (£, 1) pontot beburkoljak. (Ez az
egyenletnek az értelme vonalcoordinatikban.)

A fu+nv — 1 = 0 egyenlet tehat vonalcoordinatdkban mindenkor a pontnak az egyenlete

Ha a éu+ nv — 1 = 0 egyenletben 1 = 0; akkor a £&n — 1 = 0, az abscissa tengely ama pontjanak az egyenlete,
melynek tavolsagat a rendszer kezdiipontjatol a & érték mutatja.

Ha ¢ = 0, akkor nuv — 1 = 0, az ordinata tengely ama pontjanak az egyenlete, mely a kezd&ponttol 1 tavolsaghan

van. Ha az egyenletbdl az allando tag hidnyzik, az egyenlet £u + nv = 0 alaki. Bel6le - _é Ez jelenti mind ama
u

egyeneseknek kozos metsz6 pontjat, mely egyenesek coordinatai allando értékd viszonyt alkotnak. Tekintettel arra,
hogy olyan helyzetd egyenesek okvetetleniil pArhuzamosak, az egyenlet parhuzamos egyenesek metsz6 pontjanak az
egyenlete. Parhuzamos egyeneseknek a metsz6 pontja a végtelenben van, azért a Eu + nv = 0 a végtelenben fekvd

pontnak az egyenlete. Iranyat a —= viszony mutatja.

Folotte tanulsagos az a koriilmény, hogy pontcoordinatdkban a pont, vonalcoordinatakban pedig az egyenes vonal
ama alapelem, melybdl a sik Gsszes (egyenes- és gorbe vonalu) idomai alakithatok. A planimetridban tehat a pont és
az egyenes egyenls jogosultsagu — ugynevezett dudlis — elemek. A vonalcoordinatdk elmélete a dualitds elvén alapszik.

*

Maésod- és magasabb foku egyenletek vonalcoordinatakban is gorbe vonala geometriai helyeket (gorbéket) képvi-
selnek.

Vonalcoordinatédkban a gorbéket osztdalyszamaik szerint kiilonboztetjiilk meg. A gorbe vonal osztilyszama megegye-
zik (vonalcoordinatékra vonatkoztatott) egyenletének fokszaméaval.

A gorbe vonal osztdlya alatt azt a szamot értjiik, mely megmutatja, hogy a gorbe vonal sikjanak egyik pontjabol
hdny érintdt lehet a gorbéhez huzni.

Vajon az érint6k valosak- vagy képzetesek-e és ha valosak, érint6 pontjaik a véges térben vagy a végtelenben
vannak-e, mind az, az érint6 helyzetétdl és a gorbe vonal természetétsl fiigg.

*

Vonalcoordinatdkban a mésodfoki egyenletnek &ltalanos alakja
au® + 2Buv + yv? + 26u + 2ev + 3 = 0.

Ez képviselje minden masodosztalyi gorbének. Hogy mind fajtajut, alakat és helyzetiit jelent, az, az egyenlet egyiitt-
hatoitol (a, B, v, ... allandoitol) és egyéb koriilményektdl fligg.



A magasabb osztalyu algebrai sikgorbék egyenletei a masodrendiiekéhez altaldban hasonld, de a magasabb fok-
szamra valo tekintettel bonyolédottabb szerkezettiek.

Hogy a pont- és vonalcoordinatak koézott a dualitds elvén nyugvé szoros kapcsolat van, kdzvetleniil lathatjuk, ha a
talalt nehany eredményt a rend-és osztdlyszam szempontjabol parhuzamba allitjuk.

Pontcoordinatakban: Vonalcoordinatakban:
1. az ux + vy — 1 = 0 els6foku egyenlet egyenes vonalat 1. az zu + yv — 1 = 0 els6foka egyenlet pontot jelent,
jelent, ha benne z és y valtozo; u és v allando ha benne u és v valtozo; x és y alland6é mennyiségek.
mennyiségek. Az egyenes elsd-rendd, mert valamely A pont elsd-osztdlyi, mert valamely pontbol egy
egyenest egy méasik egyenessel csak egyetlen egy pontban maésik ponthoz csak egyetlen egy egyenes vonalat
metszhetiink hazhatunk.
Mas szoval, mert két egyenesnek csak egyetlen Mas szoval, mert két pontot csak egyetlen egy
egy metsz$ pontja van (12. dbra.). egyenes vonallal lehet Osszekotni (13. abra.).
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13. dbra

Tehat minden lineéris egyenlet pontcoordinatakhan egyenesnek, és vonalcoordinatdkban pontnak az egyenlete.

2. Az az® 4 2bzy + ... + f = 0 masodfoku egyenlet 2. Az au® 4 2fuv + ... + z = 0 mésodfokn egyenlet
a mdsodrendid gérbéknek (kornek, a mdsodosztalyd gorbéknek (kornek,

kuapszeletnek) altalanos egyenlete. Az egyenes kupszeletnek) altalanos egyenlete.

a méasodrendd gorbét két pontban metszi Egy pontbo6l a méasodrendt gorbéhez két érintst
(14. abra.). lehet hazni (15. abra.)
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