A coordinata elv torténeti fejlédése.

Az exakt tudomanyok terén kutaté elme nagy vivmanyainak egyike az a folfedezés, hogy a szamvetés és a tér
alapelemei kozott szoros kapcsolat van.

Kétségtelen, hogy nagy jelentségii volt ama fontos ténynek igazi kideritése, hogy az algebrai miveletek révén nyert
eredményeket geometriailag lehet interpretalni; viszont a siknak és a térnek alakzatait (idomait) algebrai uton lehet
kifejezni.

Kideriilt, hogy a térelemek kolcsonos helyzeteit, tovabbé az elemekkel a térben végrehajthato miveleteket (opera-
tiokat) algebrai tton is érthet6vé lehet tenni.

A mondottak értelmezésére és megvilagitasara szolgaljanak a kovetkezsk:

Tudjuk, hogy a sikban a planimetria alapelemeivel nagyon kénnyen elbanhatunk, mert a sitkban kdrzével és vonal-
zoval kozvetetleniil szerkeszthetiink. Masképpen van a dolog a térben.

A pont, az egyenes és a sik kolcsonos helyzeteit csak elképzeljiik és az ezekre vonatkozo feladatokat rendszerint csak
a képzeletben oldjuk meg. Ha pedig grafikailag akarjuk szemlélhet6kké tenni, akkor a constructiok a legtobb esetben
nehezek és teljes pontossaggal csak az 4brazold geometria elvei alapjan hajthatok végre.

Mekkora el6nyt nyuajtott, miné kényelmes utat mutatott tehat az 1j felfedezés, mely a szerkesztést {6loslegessé
tette, a mennyiben algebrai kifejezések Osszetételébdl biztos kdvetkeztetést vonhatunk a térre.

Természetes, hogy a folfedezett j modszert masképpen és sokkal megfelel6bb mddon is jellemezhetndk, hiszen a
modszernek egyéb értéke is van és méas irdnyban is nagy hasznat vették. A fonti hasonlatot csak azért valasztottam,
mert — e folyodirat szabta hatarokon beliil — vele a folfedezés lényegét a legkonnyebben értheté moédon megvilagosithatni
vélem.

Hogy a tér alakzatai és a szamvetés kozott ilyen szoros kapcesolat van, a tudosok csak lassan és fokozatosan deritették
ki, é. p. azon mértékben, a minében a coordindtdikra nagyobb és nagyobb stlyt helyeztek. Itt tehat nem oly folfedezésrél
van sz0, mely Otletszertien tamad, vagy a melyre a véletlen vezet, hanem ez esetben a ténynek kideritése gondosan
el volt készitve. — Megtorténtnek tekinthettiik a folfedezést, mas szoval bizonyossa valt a dolog, a mikor a tuddsok
belattak, hogy a coordinatakat nem szabad egyszerten csak segédeszk6zoknek tekinteni, mert a coordinata fogalomnak
nagyobb jelentsége, a coordindta elvnek mélyebbre hato értéke és értelme van.

Habar nem mondhatjuk, hogy ez a folfedezés kizarolag egyetlenegy langelméji tudds agyvelejének sziileménye, mind
a mellett e vivmanyt joggal Descartes-nak (Des Cartes, Cartesius 1596-1650), a XVII. szazad legnagyobb franczia
bolesészének nevéhez fiizhetjiik.

Descartes megalapitdja a tulajdonképpeni coordindta szamitasnak. A Descartes-, vagy a mint mondani szoktuk,
Cartesius-féle rendszer modot nyujt a sik- és a térgeometria magasabb probleméainak algebrai tton valé megfejtésére
és ama, rendszeren épiilt ol az az 6nallé szép disciplina, melyet ma analytikai geometridnak neveziink.

Jelenleg a Cartesius-féle rendszeren kiviil mas rendszereket is ismeriink. A legijabb kor hirneves tudoésai ugyanis
a coordinéta elv tokéletesitésén faradozvan, a folott elmélkedtek, vajjon nem lehetne-e a Cartesius-féle rendszerhez
hasonl6 és bizonyos szempontbdl talan még tokéletesebb rendszereket folallitani?

Faradozasukat nagy siker koronazta!

Czikksorozat alakjaban ismertetni szandékozom a kiilénb6z6, illetSleg a leggyakrabban hasznalt coordinata rendsze-
rek elemeit. Nagyobb tajékoztatas kedvéért azonban a sorozatot azzal kezdem, hogy futé pillantast vetek a coordinata
elv torténeti fejlédésére.

A coordinata elv fejlédésében t6obb stadiumot kiilonboztetiink meg. Ginther S. dr. egyik dolgozataban harmat jeldl
meg. Ha ama haromhoz azonban a legtajabb kor vivméanyait szamitjuk, akkor tulajdonképpen négy fejlédés-stadiumunk
van.

Osreégi idében leljiik els6 nyomait a coordinatik alkalmazasanak. Mar az egyiptomiak, majd gorogok hasznaltak
elvétve coordinatakat. A gorogok tiszta mathematikijdban ugyan mi sem emlékeztet coordinata-szamitésra, de az
alkalmazott mathematikaban, csillagészatban, mar taldlkozunk vele. A coordinata elv fejlédésének elsd stadiuma ez.
Az els6 stadiumban csak odaig haladtak, hogy a siknak kiilonb6z6 pontjait két adott, vagy tetszés szerint folvett
egyenesre vonatkoztattak.

Id6szamitasunk X. szazadaban kis haladas tortént. A haladas még mindig a csillagaszat fejlédésével kapcsolatos.
Abban az id6ben megtorténtek az elsd kisérletek pontosabb csillagéaszati térképek szerkesztésére, a mi f6képpen abban
allt, hogy nemcsak az égbolton észlelt csillagokat, hanem egytuttal a bolygdknak palyait is a sikban abrazolni iparkodtak.
Az eljaras folotte primitiv volt. Az éggémbnek egy részét ugyanis a sikban kiteritve képzelték és ugy is abrazoltak;
azt a csillagot pedig, melynek az égen szélességét és hosszisdgat meghataroztak, a sikban két egymast derékszog alatt
metszG egyenesre vonatkoztattak és a csillagnak utjat (térbeli gorbéjét) a derékszoget alkoté egyenesek kozé, mint
sik-gorbét rajzoltak.

Ezzel kezdédik a coordinata elv fejlédésének mdsodik stadiuma. Ama stadium igen sokaig tartott. Benne elérkeztek
ugyan mar a coordindtdk kozott dbrazolt gorbe vonal fogalméhoz, a gorbét azonban még nagyon egyszerd modon
alakitottak. A meghatarozas abban allt, hogy minden abscissahoz meghataroztak a hozzatartozo ordinatat és az



olymo6don nyert pontokat gorbe vonallal 6sszekapcsoltédk. Az elv fejlédésének ama fokan a tudosok el6tt a killonbozd
gorbe vonalak torvényszertiségei még teljesen ismeretlenek voltak.

Kissé ujabb lendiiletet hozott a XIV. szazad. Oresme Nicole (1320-1382), nemkiilénben a renaissance korszaknak
néhany mathematikusa, agy szintén késGbben az arabok a coordinata fogalmat kissé altalanositottak, a modszert pedig
annyira tokéletesitették, hogy nagyban egyengették az utat a harmadik stadiumba valé dtmenetelre.

Egészen 14j jelentGsége lett a coordinatdknak a fejlédés harmadik stidiumaban. Az ama stddium, melyben a coor-
dinata principium épiilete a Descartes-féle rendszer folallitdsaval betet6zését nyerte.

A harmadik stadiumot a kovetkezs jellemzi: Azokat az egyenleteket, melyek két valtozo mennyiséget (két ismeret-
lent, z-et és y-t) tartalmaznak, O-ra reducalt alakban altalaban igy irhatjuk: f(x,y) = 0.

Az f(x,y) = 0 egyenlet hatarozatlan egyenlet.

Sem z-et, sem y-t meg nem hatarozza ugyan, de ha x-nek egy bizonyos xg értéket adunk, ezzel y-nak bizonyos yg
értéke meg van hatarozva. Az yg értéket ugyanis az f(x,y) = 0 egyenlet szolgaltatja.

Az xp és yo egylivé tartozd értékeket lehet geometriailag is szemlélhetGvé tenni, ha valamely a sikban folvett
derékszogl coordindta rendszerre vonatkoztatjuk. Egy mértékiil szolgald egység segitségével, és a positiv vagy negativ
irany tekintetbevételével meghatarozhatjuk a sikban azt a pontot, mely xg és yo-nak megfelel.

Ha z-nek egymasutan +oo-t6l —oo-ig az Osszesen képzelhets redlis értékeket tulajdonitjuk, akkor y-nak is éppen
annyi és rendszerint egymaéstol kiilonbozd érték felel meg. Geometriailag értelmezvén a dolgot, mondhatjuk, hogy
ebben az esetben a siknak bizonyos pontja vonalat ir le.

A vonal lehet egyenes vagy gorbe. Ha az f(x,y) = 0 egyenlet baloldalan allo kifejezés x-nek és y-nak elsd foku
rationalis egész fiiggvénye (elsé foku egyenlet), akkor az egyenlet egyenes vonalat képvisel. Ha pedig az f(z,y) = 0
egyenlet mdsod-, harmad-, vagy magasabb foki, akkor a vonal gérbe.

A coordinata elv fejlédésének harmadik stadiumaban tehédt végre teljesen bizonyossa valt, hogy az Osszefiiggés,
mely két realis érték kozott (x és y kozott) van, kétféle modon taldlhat kifejezést. Algebrailag az f(z,y) = 0 egyenlet,
geometriailag pedig a coordinatak kozott elteriils vonal altal. Kideriilt tovabba (és az a f6dolog), hogy mindazok a
tételek, melyek az f(x,y) = 0 egyenletbdl algebrai uton levezethetdk, egyuttal a vonalaknak (gérbéknek) geometriai
tételei. Viszont, mindama tételek, melyek geometriai kovetkeztetéseknek eredményei, melyeket megtalalunk, ha a vona-
lakkal constructiv tton foglalkozunk (nevezetesen a gorbe vonalok tulajdonsagai), egyuttal az f(z,y) = 0 egyenletnek
algebrai tételei.

Ez csekélynek latszo, de nagy jelentGségi felfedezés volt. Modot nyujtott olyan feladatok megfejtésére, melyeket
mindaddig meg nem oldhatoknak tartottak, mert megoldasaikat mas uton hidba keresték.

Ennek kideritése a XVL., illet6leg XVIL. szézad harom franczia mathematikusanak, t. i. Vietd-nak (1540-1603),
Fermat-nak (1590-1663) és Descartes-nak (1596-1650) az érdeme.

Descartes-sal egyidejiileg, de téle teljesen fliggetleniil Fermat a coordinédta fogalmat az infinitesimalis szamitas és az
elméleti physika keretébe esé dolgozataiban teljes czéltudatossaggal a legszélesebb korben érvényesitette. Ezért lehetne
Fermat-t batran az Gj analysis féltalalojanak tekinteni.

A babért még sem Fermat-nak, hanem Descartes-nak itélte oda a vilag!

Ez azért tortént, mert Descartes 1637-ben a tudés vilagot olyan munkaval lepte meg, melyben a coordinata fo-
galom igazi értékét foltarta, melyben a coordindta-tan alapelveit teljesen rendszerbe foglalva egész nagyszertségében
kifejtette.

Rendszerével Descartes a mathematika terén nagy forradalmat idézett elg. A tudosok igen sokéig csakis az altala
megjelolt uton haladtak. Bekovetkezett az az idG, melyben — mint egy tudos jellemz&en mondja — "mindenki szamolt
és senkisem construalt".

Descartes miivében a sik analytikai geometridjat mutatta be. Modszerét csak két coordinatara vonatkozolag fejtette
ki és vele a sik-gorbék tulajdonsagai ismeretesek lettek. Munkaja azonban a tuddsokat modszerének altalanositasara
serkentette. Buzditotta Sket a térgdrbék és a feliiletek tulajdonsagainak kipuhatoladsara. Mindez megvalosult, midén
kimutatni sikeriilt, hogy az f(z, y, z) = 0 egyenlet feliiletnek az egyenlete, melynek pontjait harom coordinata sikra
vonatkoztatjuk. Descartes utdédai tehat kifejtették a tér analytikai geometridjdt.

Azt hihetndk, hogy a coordinata elv valodi értékének kideritésével a coordindta fogalom fejlédésének fokozatos
sorozata be van fejezve. Hihetn6k, mert ezzel a dolog lényege csakugyan kideriilt és kdnnyen gondolhatnoék, hogy
a haladéas, mely e téren a legijabb korban észlelhets, nem egyéb mint értékesitése és természetes kovetkezménye a
folfedezésnek. — Tévediink, ha igy okoskodunk, habar okoskodasunk részben igaz is.

Van az elv fejlédésének még egy negyedik és a jelen korig utolséd stadiuma.

A legtjabb korban hirneves tudosok megmutattik, hogy az analysis és a geometria kozott levd kapcesolat nemcsak
a Cartesius-féle rendszerben, hanem még sokféleképpen talalhat kifejezést.

Kideritették, hogy a mint a Cartesius-féle rendszer néhany alapgondolatboél kiindulva a maga elvein {6lépiilt, éppen
ugy folépithetiink méas rendszereket is, ha mas-més alapeszmékbdl indulunk ki. Kideritették, hogy folallithatok olyan
teljes rendszerek, melyek még altaldnosabbak mint a Cartesius-féle rendszer, melyekben a szamitasok egyszertibbek
és elegansabbak, melyek alapjan mélyebb betekintést nyerhetiink a mathematika titkaiba. S6t kimutattak, hogy a
Cartesius-féle rendszer, az altaluk kifejtett dltalanosabb rendszereknek csak specidlis esete és hogy az altalanosabb
rendszerekre vonatkozé eredményekbdl, egyszerd transformatiok segitségével a Cartesius-féle rendszer nyomén elért
eredményeket barmikor megtalalhatjuk.



Ilyen rendszereket Mdbius (1790-1868) és Pliicker (1801-1868) német tuddsoktol birunk. Mdbius megmutatta,
hogy valamely pontrendszernek (pontokbdl alkotott idomnak) a sulypontje kiinduld eszméje lehet egy 0j és érdekes
szamité modszernek. O fedezte ol az tgynevezett sulypont-(barycentrikus) coordinata rendszert.

Pliicker felfedezésérdl kissé bajos e helyen szolani. A mathematikai kutatasok e tere a kozépiskolai anyagot messze
tiulhaladja. Mind a mellett a dolog lényegérdl legalabb némi kis fogalmat alkothatunk magunknak, ha a folfedezés
jellemzésére részben Loria Ginonak konnyen érthets eszmemenetét kovetjiik.

A gorogok geometridjaban (az Euklides-féle geometridban) a pont az idomokat alkoté alapelem. A Cartesius-féle
analytikai geometridban (a sik- és térgeometridban) a pont szolgal alapul az Gsszes szamitasoknak. — A tudosok id6vel
kideritették, hogy a sikban (a planimetridban) az egyenest is éppen olyan joggal lehet az idomok alkoté eleméiil
tekinteni, mint a pontot. Kideritették tovabbé, hogy a térben (a stereometridban) pedig a sikot lehet éppen ugy
mint a pontot alkot6 elemnek tekinteni. Geometriai miinyelven e koriilményrél azt szoktuk mondani, hogy a sikban a
pontnak dualis eleme az egyenes: a térben pedig a pontnak dualis eleme a sik. Az egészet a dualitas elvének mondjuk.

E fontos koriilmény értékét Pliicker teljesen ismerte és részben az 6 érdeme is, hogy olyan rendszereket eszeltek ki,
melyekben a sikban az egyenes vonal; a térben pedig a sik az idomokat alkoté elemek.

Egyes-egyediil az 6 érdeme azonban ama ténynek a kideritése, hogy a térben is ugyanazt a szerepet viszi az egyenes
vonal is, mint akir a pont, akidr a sik. Pliicker egészen 4j alapon nyugvoé — a dualitas elvétsl kevéssé érintett —
rendszernek megalapitoja. O teremtette meg az egyenes vonal analytikai geometridjdt.

Ne higyjiik azonban, hogy a legtjabb kor vivinanyai ezért csorbat ejtenek Descartes érdemén. Descartes rendszere
olyan alkotas, melyet mint attér6t mindenkor tisztelni és bamulni fognak. Eppen tgy, mint a hogy Pliicker rendszerét
jelenleg csodaljuk.

A coordinata elv fejlédésének negyedik, és a jelen korig utolso stadiuma tehét az 4j alapeszmékbdl kiindulé rend-
szerek alakitdsanak stadiuma.



