L. definiczio. Azt az egyenest, mely valamely gorbét metsz, a gorbe szeldjének, (secans) nevezziik.

I1. definiczio. Ha valamely gorbe Py P, szelGjét a Py pont koriil ugy forgatjuk, hogy P» folyton kozeledik P;-hez,
akkor a P P, szel6nek azt a hatarhelyzetét, a melyben P> a P;-gyel Osszeesik, érintdnek nevezziik. Py pedig az érintési
pont.

II1.definiczio. Valamely gorbe Py és P, pontjait 6sszekots tavolsdgokat hirnak nevezziik

IV. definiczié. Ha talalhato oly egyenes, illet6leg pont, melyhez képest az adott gorbe pontjai szimmetrikusan
helyezkednek el, akkor azt a gorbe tengelyének, illet6leg kizéppontjinak (o) nevezzik.

V. definiczio. Valamely gorbe lehet véges vagy végtelen nagy és zdrt vagy nyilt. A véges gorbe pontjai egy meg-
hatarozott teriileten beliil vannak, mig a végtelen gérbének pontjai meghatarozott teriilet belsejébe nem zarhatok. A
zart gorbe oly véges gorbevonal, a mely a sikbol véges teriiletet vag ki. Minden mas gorbét nyilt gérbének neveziink.

VL. definiczid. Valamely gorbe lehet egy vagy tdbbdgi, a mint egy vagy tobb egymassal 6ssze nem fiiggs részbal all.

VII. definiczio. Valamely gorbét n-ed rendinek neveziink, ha valamely egyenes azt legfeljebb n pontban metszi és
n-ed osztalytnak, ha valamely pontbdl legfeljebb n érinté hiazhaté a gorbéhez.

A kovetkezbkben oly gorbéket fogunk targyalni, a melyek a kapnak sikmetszeteinél jonnek létre,- miért is kozos
néven kupszeleteknek nevezziik.

A kupszeletek parabolék, ellipsisek vagy hyperbolak lehetnek. LegelGszor a parabolaval fogunk megismerkedni.

I. A parabola.

L. definiczio. A sik azon pontjainak mértani helyét, melyek adott egyenestsl (vezérvonal, directriz: V1Va) és adott
ponttol (gyujtopont focus: F') egyenld tavolsagra vannak, parabolinak nevezzik.

A parabola valamely P pontjanak szerkesztése a definiczio alapjan a kovetkezként torténik: A focusbol a vezérvo-
nalra bocséajtott F'A’ merdlegesen tetszésszerint felvett P’ pontban merélegest allitunk FA'-re és az A’ P”-vel, mint
sugarral kort rajzolunk F' koril. Az igy nyert P; és P, metszéspontok pontjai a parabolanak.

Bizonyitds: Ha a kovetkez6kben a sik barmely (pl. M) pontjabol a ViV illetSleg az F A’-re bocsajtott merdleges
talppontjat M’ illetSleg M"-mel jeldljiik, akkor a nyert Py és P, pontok esetében P’ és Py egybeesik P”-vel és

PP =AP'=FP
és
PP, = A'P" = FP,.

Vagyis az 1. definiczi6 alapjan a P, és P, tényleg pontjai a parabolanak.
L. tétel. A focusbol a directrixre bocsajtott merdleges (A'F) tengelye a parabolanak.
Bizonyitds: Az PyFP" és a P3FP"” haromszdgek egybevagosagabol ugyanis kovetkezik, hogy:

P P'=PP'=PP' =PPy.
II. definiczio: Ha a focuson atmené merglegesen a parabola Cy és Cy pontja fekszik, akkor a
Cng = 2A/F = 2]9

tavolsagot a parabola paraméterének nevezziik.
Ha A az A'F felezéspontja, akkor a rajta &tmend merdlegesen a parabolanak csak egy pontja van: A, mert az A’ A
sugard F-bél rajzolt kor csak érinti a merdlegest.




I11. definiczid. A focusbol a directrixre bocséjtott meréleges tavolsag (A’ F) felezéspontjat, A-t a parabola csticsanak
és az ezen pontban a tengelyre merGlegesen allo egyenest csiucsérintdnek nevezzik.

Az eddigiekbdl méris kovetkezik, hogy:

II. tétel. A parabola vezérvonala és csucsérintGje parhuzamosak, és

II1. tétel. A parabola cstcsérintGje felezi a focust a vezérvonal valamely pontjaval 6sszekots tavolsagot.

Ha a P”-t az A-t0l balra vessziik fel, akkor metszéspontot nem is kapunk mar, mert

A'P? < FP”.

A-t6l jobbra pedig akarmilyen messze is menjiink, mindig kapunk metszéspontot, tehat:
IV. tétel. A parabola csucsérintGjének jobboldalan végtelenig elterjedd tehat nyilt, egydgi gérbevonal.
IV. definiczié. Valamely P pontrol akkor mondjuk, hogy a parabolan kiviil vagy beliil van, ha:

PP' < PF.

V. tétel. Valamely egyenes akkor metszi a parabolat, ha taldlhatunk rajta oly P és () pontokat, hogy:

(1) PP < PF
és
(2) QRQ' > QF.

Bizonyitds: Az (1) feltétel értelmében az egyenesnek van a parabolan kiviil, a (2) értelmében pedig van a parabolan
beliil is pontja. A P-bd&l tehat csak ugy juthatunk @-ba, ha egyszer a parabolan is athaladtunk.

V. definiczio. Ha valamely hurt egyik végpontja koriil addig forgatunk, mig a tengellyel parhuzamos nem lesz, akkor
atmérdt kapunk.

VL. tétel. A parabola dsszes dtmérdi parhuzamosak.

I. feladat. Legyen adva a parabola focusa és direcrixe altal. Szerkessziik meg a parabola és egy adott e egyenes
metszéspontjait.

Ha a metszéspontok egyikét P-vel és az F-nek e-re vonatkoztatott tiikorképét F'-tel jellom, akkor:

PF' = PF = PP, és PP 1 V\ V.
A P tehat oly kor kdzéppontja, a melynek FF' hirja és Vi Vs érint6je, tehat ha FF’ a Vi Va-t M-ben metszi, akkor :
MP" = MF-MF'

Az M P'-t megszerkesztvén, azt M-bdl a directrixek mindkét oldaléra réavihetjiik, mialtal a P; és Py pontokat nyerjiik.
A Pll és PQ’—ben a V1 Va-re allitott merdlegesek az e-t a P, és P, keresett metszéspontokban talaljak.

Feladatunknak legfeljebb két megoldasa lehet, tehat:

VIL. tétel: A parabola mdsodrendi giorbe.

VIII. tétel. Ha valamely egyenes olyan helyzetd, hogy a focusnak red vonatkozo tiikkorképe a vezérvonal baloldalara
esik, akkor az egyenes nem metszi a parabolat.

Bizonyitds. Ebben az esetben V1V, vezérvonal metszené az FF’ hurt, a mi lehetetlen.

Ha mar most a Py Ps-t a szilard P; koriil a nyil irdnyaban forgatom, akkor P, mindig kozelebb jut Pi-hez. Mi
torténik F'-tel?

A mig P, a P; alatt van, addig barmilyen kozel is jussunk P;-hez, az F' a Py koézépponta Py F sugart koron mindig
P/-n alul van. Ha pedig P» a P, f6lott van, akkor barmilyen kozel is fekiidjék P -hez, az F' mégis a P;j-n feliil van.
Ha tehat P, éppen Pj-ben van, akkor F’ és vele M is Osszeesik Pj-el, vagyis :

IX. tétel. A parabola focusinak az érintére vonatkozo tikdrképének mértani helye a directrix.

Megforditva: Ha F’ a directrixen van, akkor M F’ = 0 tehat

MP] = MP} =0,

vagyis a metszéspontok egybeesnek.
X. tétel. A focusnak az érintdre vonatkozo projekczidjdnak mértani helye a csucsérintd.
Bizonyitds. Ha a Py pontban rajzolt érinté az F'P/-t Ry pontban metszi, akkor

PP/RiA = PFR|A

mert
P F = Plpll; P Ry = PR, és P1R1P1/<I = PR F< = 90°

tehat
FR, = PRy



tehat a III. tétel értelmében R; a cstcsérintén fekszik. Es minthogy meég:

FP,Pl<
P/PR\< = FP,R < = % azért :

XI. tétel. A parabola érintdje felezi az érintési ponthoz tartozé vezérsugdr (FPy) és az dtmérd dltal bezdrt szdg
mellékszogét.

I1. feladat. Rajzoljunk a parabola P, pontjaban érintét.

Megoldds. P|F messe a cstucsérintét Ri-ben, akkor Py Ry lesz az érintd. (VIIL és IX. tétel.)

Ha P»-ben is rajzolunk érint6t és a P Ry és P, Ry érint6k metszéspontjat M;-gyel jeloljiik, akkor:

M, P, = MyF = M, P,

Ezen tulajdonsag alapjan konnyen megoldhaté a kovetkezs feladat.

II1. feladat. Valamely a parabolan kiviil fekvé M; pontbdl rajzoljunk érint6t a parabolahoz.

Megoldds: M,-b6l az M, F sugérral rajzolt kor messe a ViVao-t és P és Pi-ben, az F P, és az FPj pedig messék
a csticsérint6t Ry és Ro-ben; akkor MRy és MaRy lesznek a keresett érint6k. Az érintési pontok (P, P») a Pj és
Pj-ben a V;Va-re emelt mer6legesek és az érint6k metszéspontjai lesznek. Minthogy egy kor és egy egyenes legfeljebb
2 pontban metszhetik egymaést, tehat kovetkezik, hogy:

XII.tétel. A parabola méasodosztalya gorbe.

XIII. tétel. Ha valamely M; pontboél megrajzoljuk az M, P; és My P, érintGket, akkor az M; ponton dtmend dtmérs
felezi a P1P2 érintési hurt N-ben és P1M1F< = P2M1N<I.

Bizonyitds. (a) Messe az M1 N a Vi Va-t E-ben, akkor

EP! = EP,,
mert M1 E | P[Py és M1 P = My P,. Ha még tekintetbe vessziik azt is, hogy
PPy | EN || PyP,,

akkor
PN :P,N = P/E: P,E

vagyis
PN = P,N.

(b)
M, P,Py<t = FPyP|<,

mert szaraik merélegesek egymasra.
Amde az M; kézéppontu M; F' sugara korben

FM, Pl<

FPP{<=——

= FM P«
masrészt:
P2M1N< = ]\41132F)2/<I7

tehat
PMF<=P,M{N<.

A X., XII. tétel és a III. feladat alapjan kénnyen megoldhato a kovetkezs:

IV. feladat. Szerkessziik meg a parabola directrixét és focusat, ha ismerjiik két érint&jét és rajtuk fekvs 2 érintési
pontot.

XIV. tétel. A parhuzamos hirok felezéspontjainak mértani helye egy a hirokhoz konjugdlt dtmérd.

Bizonyitds. Legyen Py Ps az egyik hur, akkor (I. feladat) M felezi a P Py tavolsagot, tehat az M-en dtmend 4&tmérs
felezi Py P»-t. S minthogy az Osszes P;P»-vel parhuzamos hirokra vonatkozolag M ugyanaz, tehat a tétel igaznak
bizonyult.

XV. tétel. Valamely dtmérd végpontjiban rajzolt érintd parhuzamos az dtméréhoz konjugdlt hurokkal.



