Az eddigiekben az ax? +b alakt binomnak négyzetté valo atalakitasanal z-nek rationalis értékeit vettiik figyelembe.
Szamtalan esetben z-nek egész szamu értékei is léteznek, a melyekre nézve a kifejezés teljes négyzetté alakul.
Legyen
az? +b=y?,

hol a, b, = és y mindannyian egész szamokat jelentsenek. Tegyiik {61, hogy egy egész szamokban val6 megoldas mar
ismeretes. Ugyanis, ha ilyent nem ismernénk, akkor a feladat megoldasa esetleg lehetetlen volna. Mondjuk, hogy z = f
esetében:
af?® +b=g*
kérdés: hogyan kapjuk ezen megoldasbol a tobbieket?
Két egyenlségiinkbél

az? — af? = y? — g2

szarmazik.
a(z+ f)lz—f)=U+9)(y—9)
apq(x + f)(z = f) = pa(y + 9)(y — 9)

Legyen:

ap(z + f) = q(y + 9)

gz —f)=ply —g)

s hatarozzuk meg ismét az x, y ismeretleneket.

29pg  (ap® +¢°)f
ap? — g2 ap? — g2
g(ap® +¢*) — 2afpq
ap? — 2 :
Latszolag messzire eltavoztunk eredeti czélunktol; mert hiszen x és y egész szamok legyenek, s itt igen complicalt
tortek alakjaban mutatkoznak.

Legyen
ap® +¢*
=
2pg
ap? — g2
s ekkor

x=ng—mf
y=mg—naf.
Az m, n szdmok azonban nem tetszésszerintiek; mert foltételeknek vannak alavetve.
- a2p* + 2ap?q® + ¢
T a2pt — 2ap2q% + ¢4

2 4p*¢?

- a2p4 _ 2ap2q2 4 q4’

honnét 2,4 2 2 4 2 2
2 o a'p” +2apq” +q° —dapq”
m° —an”® = =1
a2pt — 2ap2q® + ¢*

Azon foltétel, melynek m és n eleget tegyenek, a kovetkezs:

m? = an® + 1.
Minthogy a adott szam, tehat els6 gondunk legyen n-re nézve oly értéket talalni, a mely mellett an’ + 1 teljes négyzet.
Ha ez megvan, és talaltunk oly f szamot, melyre nézve af? + b szintén teljes négyzet, akkor a feladatot megoldottuk.
Ezzel feladatunk vissza van vezetve arra, miként alakithato teljes négyzetté az an® + 1 kifejezés?
Ha tortszamokat is elfogadunk, akkor a megoldas igen egyszert; mert

9 np 2 2np nQp2 9
m°=(1+— =1+ —+ 5~ =an +1
q q q

2n n2p?
—p—|- ]; = an?
q q




2pq + np? = ang®

2pq
ag? — p?’
honnét n szdmara végtelen sok értéket taldlunk. De n-nek egész szdmnak kell lennie, s igy ezen eljarasunk altaldban
nem alkalmazhaté.

A megoldéas a-nak nem minden értékére nézve sikeriil. Ugyanis a nem lehet negativ szdm, sem teljes négyzet. A
tobbi esetekben mindig taldlunk n-re nézve olyan egész szamu értékeket, hogy an’® + 1 teljes négyzet legyen.

Minden numericus egyenlet esetében alkalmazhatd Pell modszere, melyet a kovetkezs egyszert példdkon tanulmé-
nyozhatunk.

2n? + 1 teljes négyzetté alakitando. A kifejezés négyzetgyoke n és 2n kozt fekszik, tehat mondhatjuk, hogy

V2n2+1=n+p,

n =

a hol p < n.
2n? +1=n?2+2np+p?

n?=2np+p*—1

n=p++2p%— 1.

A megoldas attol fiigg, vajjon 2p? — 1 lehet-e teljes négyzet? Ez p = 1 esetében bekovetkezvén, mint megoldas: n = 2
adodik ki. 3n? + 1 teljes négyzetté alakitando.

V3n2+l=n+p
n_p+\/3p2—2
=

2
Minthogy /3p? — 2 > p, tehat n > 71), azt mondhatjuk, hogy

n=p+gq

legyen. Ekkor

2p+2q:p+\/3p¥7—2
p+20=1/3p> -2

p? + 4pq + 4¢* = 3p* — 2
2p% = dpq + 4¢® + 2
p?=2pq+2¢° +1
p=a+VIPFL

A gy6kzends egyenls az adott kifejezéssel, és ¢ = 0 esetében teljes négyzet; de ekkor p =1 és n = 1.
5n% + 1 teljes négyzetté alakitando.

Most v/5n2 + 1 > 2n, ennélfogva
Vont+1=2n+p
n=2p++/5p? — 1.

Minthogy /5p? — 1 > 2p, tehat n > 4p és n = 4p + ¢ tehetd.
dp+q=2p++/5p?—1
2p+q=+/5p*—1

4p® +4p+q¢* =5p° — 1

p=2¢++¢*+1,

a minek ¢ = 0 felel meg, tehat p =1, s igy n = 4.
Az eddigi példakban meglehetGsen gyorsan eredményhez jutottunk. Lassunk tehét oly példat, mely kissé hossza-
dalmasabb.
13n2 + 1 teljes négyzetté alakitando.
1302 +1=m?

m? > 9% ésm > 3n



m=3n+p
13n2 +1= (3n+p)?

VA
-V

. Gp .
s igy n > T vagyls > p.
n=p+gq

p+dqg=+/13p2 —4
b= qg+/13¢2+ 3
=0

3
Mostp>q_; q,vagyis>q.
p=q+r
2q +3r = /13p%2 +3
 2r+v13r2 -3
1= 3.
2r+3
Most g > T Tvagyis>r.
q=Tr-+s
r+3s=1+/13r2 -3
s+ +V13s%2 44
B 4.
3
Mostr>$+ S,vagyis>s.
r=s+4+t

3544t =/13s2 + 4
s=3t++/13t2 - 1.

Most s > 3t + 3t, vagyis 6t.

s=06t+u
t+u=+/13t2 -1
L 3u+v13u2 +4
= 1 .
6
Most t > Zu, vagyis u >.
t=u-+v
u+4v =+/13t2 4+ 4
v+ V13?2 -3
= 3 .
4
Most u > ?v, vagyis v.
U=v+2x

20432 =+130v2 -3

2z + 1322 + 2
v="—""-"" =
3

5
Most v > ?:v, vagyis > .
v=x+Y

T+ 3y =+1322+3

Lyt V/132
e )

Most = > y, s igy legyen x = y + 2.



3y+4z=+/13y%2—4
y=32+V1322 -1

s ezzel a szamitas véget ért, mert a targyalando alakkal egyenls all a gyokjel alatt. A visszafelé helyettesitésnél

z=0
y=1
r=y+z=1
v=zr+y=2
u=v+zxr=3
t=u+v=>5
§=6t+u=233
r=s+1t=38
qg=r+s="71

p=q+r=109
n=p+q=180
m = 3n + p = 649.

Ennélfogva 6 utan 180 az a legkisebb szam, melyre nézve 13n? + 1 teljes négyzetté valik.

A most targyalt Pell-féle egyenlet altalanos megoldasat Euler nem ismerte; de az eddigi alapon megkisérlette. Igy
azon esetekben, mikor m és n csak 1-gyel vagy 2-vel térnek el valamely teljes négyzettsl, sikeriilt az &ltaldnos megoldast
megtalalnia. Tovabb azonban nem jutott. A targyalt egyenlet nagy fontossidggal bir a szdmelméletben, s itt a négyzetes
alakokkal kapcsolatban altalanos megoldast nyer.

A konyv hétralevs fejezében Euler magasabb rendi irratoionalitasok vizsgéalataval foglalkozik. Ezek ismertetésébe
azonban mar nem bocsatkozunk. A kozépiskoldinkban szerzett mathematikai ismeretekkel azokat nyomon kovethetjik,
s igen érdekes eredményekkel fogunk megismerkedni.

Ezzel Euler algebrajanak ismertetését befejezm. Reménylem, hogy sikeriilt képet nydjtanom arrél a modorrol,
mellyel Euler a felmeriils feladatokat targyalja, és talan sikeriilt tanul6ink figyelmét erre a nagy szellemre és algebrajara
forditanom. Ha az utobbi elértem akkor ezzel kozépiskoldink ambitiosus fiatal mathematikusainak az algebra valodi
kincses hazat bocsatottam rendelkezésiikre.

Dr. Bozoky Endre.

!Buler algebraja megjelent a Reclam-féle Universal-Bibliothekban (1802-1805). Ara 1,21 M.



