(Folytatas.)
Legértékesebb és a mathematika torténeti fejlédésében fontos szerepet jatszé tanulméanya az, mely a kérmérésre
vonatkozik (de deminsione circuli). Mindenek el6tt felallitotta azt a tételt, hogy a kor teriilete oly derékszogi haromszog
teriiletével egyenls, melynek egyik befogdja a kor sugara, masik befogdja pedig a kor keriiletével egyenld.

Archimedes ezutan a kor keriiletét keresi meg; e végbdl a kor keriiletét egy a kor koré és egy a korbe irt szabélyos
sokszog keriilete kozé helyezi. Legel6szor a kor koré irt szabalyos hatszog oldalat hatarozza meg és az

r: a6 _ V3:1
2
aranylat helyett ezt a b6vebben meg nem okolt egyenlStlenséget allitja fel:
rig > 2651 153,
Ezt 6sszekapcsolja ezzel az identikus ardnylattal:
ag: 28 =306 : 153
2
és ily modon a kovetkezs egyenlStlenséget kapja:
ag
(1) (r+ag): 5 > 571 : 153.
Ezek utan attér a kor koré irt szabalyos tizenkétoldala sokszog oldalara és ezt a kovetkezd elmés modon hozza be

a szamitasba: kiindul ugyanis abbol az altala mér ismert tételbsl, hogy a haromszog szogfelezGje a szemkozt fekvs
oldalt igy metszi, hogy a metszetek gy ardnylanak egymashoz, mint a metszetek mellett fekvs szomszédos oldalak.

B

Ennélfogva, ha OC az AOB/ felezGje, akkor:
OB : 0A = BC : CA;
ez ardnylatban az utdtagokat az el6tagokhoz adja, gy hogy:
(OB+0A): 0OA=(BC+CA):CA;

a megfelel6 mennyiségeket behelyettesitve:
ae Q12
(ag+7r):ir=—"1—.

A beltagokat felcserélve, lesz:
(r+ag) : 9% _ . 42
2 2

Az (1) egyenl6tlenség alapjan most ez az egyenl6tlenség is fennall:
2) r a—; > 571 : 153
Ez egyenl6tlenség négyzetre emelve:

2
2. <“—;2> > 5712 : 1532,

az el6tagokhoz pedig az utotagok hozzdadva:

2 2
[7«2 + (%) ] ; (%) > (5717 4 153%) : 153%;



mivel az r és az % annak a derékszogd haromszognek a befogdi, a melynek atfogoja OC, az egyenlGtlenség igy is
irhato: )
oC” (%) > 349450 : 1532,

az egyes tagokbol pedig gyokot vonva, lesz:

(3) ocC : “—;2 > 591% . 153.

Ha az AOC szoget is megfelezziik, Gjra a kovetkezs egyenleteket nyerjiik:
OC:0A=CD:DA
(OC+0A): OA=(CD+ DA): DA
(OC +7):r =22 21

2 2

ai2 a24

4 == =7 —.
(4) (OC +r): =2 =r: =

A (2) és (3) egyenlStlenségbdl ezt az egyenlGtlenséget nyerjiik:
1
(r+00) : “—;2 > 1162 : 153;

ennélfogva a (4) egyenlet igy alakul:

ag4 1
c— > 1162—- : 153.
riy 2R

Folytatolagos szogfelezésekkel Archimedes eljutott egészen a kor koré irt szabalyos 96 oldala sokszogig. Attekinthetdség
kedvéért még egyszer 6sszedllitjuk az egyenlGtlenségeket, melyeket az egyes szabalyos sokszogek oldalaira nézve nyert:

r:“—;>265:153

r:%>571:153

ag4 1
:— > 1162—- : 153.
R R

Az agg-ot tartalmazo egyenlStlensége végre ez volt:

age 1
i — > 4673= :153.
rimy 2y

Ha az agg-nek a 192-szeresét vessziik, megkapjuk a 96 oldalu szabalyos sokszog keriiletét és az egyenlGtlenség ekkor ez:
r: Kog > 4673% : 29376.

Ha az egyenl6tlenséget megforditjuk és a sugar helyett az atmeérst (d) vessziik, ezt kapjuk:
Ky : d < 14688 : 4673%;

mivel:

14688 : 4673% < 31 1,

? .
agy még inkabb:
1
Kgg td < 3? 1.

Archimedes ezek utan hasonlo eljards alapjan rendre kiszamitja a korbe irt szabalyos hat-, tizenkét-, huszonnégy-,
negyvennyolcz- és kilenczvenhatszog oldalat és ez utobbi sokszog keriiletére (Kg) nézve a kovetkezs egyenlStlenséget
kapja:

1
Kg :d > 6336 : 20171
vagy még inkabb:
10 1

Ké61d>371.



Mivel a kor keriilete: K kisebb a koriilirt, de nagyobb a beirt sokszog keriileténél, a kor keriiletének aranyat az
atmeérgjéhez a kovetkezs két hatar kozé szoritja:
1 10
3->K:d>3—:1
7 71
Latni valo, hogy Archimedes Euklides kovetje, a mennyiben 6 is az exhaustio modszerét alkalmmazza, még pedig
ugyanoly mathematikai szigorusiggal, mint emez. Archimedes e miiveletek révén tehat a mai nap altaldnosan m-vel
jelolt szamot helyezte e hatarok kozeé:
1 10
3= >m > 3.
7770
A mikor Arcdhimedes kérmérését figyelemmel kisérjiik, okvetetleniil felttinik az a koriilmény, hogy Archimedes igen
sok megkozelité gyokvonast végzett. Targyalasanak el6bb kozlott részeiben a kovetkezs egyenlGtlenségekkel ismerked-
tiink meg;:

265 1
V3> = /349450 > 591,

a targyalas tovabbi folyamaban azonban még e megkozelité mennyiségek is el6fordulnak:

/ 33 1 / 1 1
1 43— > 1172- & 472132— > 2339-.
3739364> 78 és 047 316> 3394

Onkénteleniil felmeriil a kérdés: vajjon miképpen kapta e szamokat Archimedes? E kérdésre — sajnos — még a legaprobb
részleteket is felkutatd tudoésok sem birtak megfelelni; annyira a sotétben tapogatnak e téren, hogy még ama két
hipotézis felallitdsa is merésznek latszik, melyek koziil az egyik szerint Archimedes oly eljarast alkalmazott volna, a
mely a mai nap a ldncztorteknek nevezett alakzatok csirdjat foglalta magaban. E lancztortek az idevagd esetekben
ezek:

b
a?+b=a+ 2
2a +
" 2a + b
@ 20+ ...
és
b
2 _h—q—
a a 5
2a —
2aq —
@ 20 — ...

A lancztorteknek az a tulajdonsaguk, hogy minél tobb elemét vessziik, annal inkabb kozelitik meg akar a véges, akar
a végtelen lancztort altal megadott szamértéket, még pedig ugy, hogy e megkozelits értékek felvaltva nagyobbak és
kisebbek a szam igazi értékénél.

Hogy Archimedes ily fajta eljarast kovetett volna, a mellett az a koriilmény szol, hogy méar Euklides is az "Elemek"
VII. kényvének 2. feladataban (K.M.L.VI. évf. 80. lap) két szam legnagyobb kozos osztojanak felkeresése alkalméval
oly szamoknak a sorozatat kapta, mely szamok lancztortek osszedllitasara alkalmasak. Viszont ellene szol e feltevésnek
azt, hogy e lancztortnek:

V3=Vi-1=2-

7% 07 362
4’ 157 567 209 °
kozé Archimedes a v/3-at helyezte:

kozelits értékei rendre ezek: 2, .., de nincs meg koztiik egyike sem annak a két hatarnak, melyek

1351 265
780 > V3> 153"
A masik hipotézis az, hogy Archimedes mar nagyjaban oly médon vonta a gyokot, mint a hogy mi tessziik azt mai
napsag. Emellett sz6l, hogy a gorogok a szdmok négyzetre emelését is koriilbeliil oly médon tudtadk méar végezni, mint
mi és ez az eljaras elég konnyiivé tehette annak az Gtnak a megtalalasat, mely a gyokvonasnak legalabb megkozelits
modszere felé vezetett.
Archimedes kiilonben is sokat foglalkozott numerikus szamokkal, igy pl. az Apyai (alapvonasok) czimd munkajaban
a tizes szamrendszert fejti ki, a melyben a 100000000 = 10°® egységet oktdd-nak nevezi; a masodik oktad tehat 10'6-ig,
a harmadik 10%“-ig terjed s. i. t. Végre osszefoglal 100000000 ily oktadot tGjra egy egységbe, melyet perioddnak nevez
és melynek értéke tehat: (10108 = 10800000000 " ya0vis oly szam, mely 1 egyesbdl és 800000000 nullabol all.
E szamrendszer képzésével all Osszekottetésben Archimedes 6. n. homokszamitasa (¢aupitns, arenarius). Archi-
medes e feladatban azt szamitja ki, hogy hany homokszemet foglal magaban oly gémb, mely a vildgegyetemet bezarja.



Adatai ezek: 10000 homokszem egyiittvéve annyi, mint egy mékszem, egy makszem atmérGje negyedrésze egy ujj
szélességének, a fold atmérdje kisebb, mint 1000000 stadium ( a stadium az akkori idében kb. 148 m volt) és a vi-
lagegyetem atmérdje kisebb, mint 10000 foldatmérs. Ez adatok alapjan kiszamitja, hogy a homokszemek szama, tGbb
mint az 1. perioda 7. oktadja.

Hogy Archimedes mit akart e kissé jatékszertinek latszo feladattal, arrol is igen eltérd vélemények vannak. Némelyek
azt tartjak, hogy Archimedes csak azt akarta megmutatni, hogy bizonyos hataron til nagy szamokat is ligyes csopor-
tositassal igen egyszertien lehet kifejezni. Masok viszont mélyebb okot, bizonyos elvszertiséget latnak e kérdésben: a
végtelen kicsinnyel szemben a végtelen nagy all, a mig azonban a végtelen kicsinyt geometriailag is lehet targyalni,
addig a végtelen nagyot csak szamokkal lehet értelmezni; eme felfogés szerint tehat Archimedes nem akart egyebet,
mint az Euklides altal gyakran targyalt végtelen kicsiny fogalmahoz a végtelen nagy fogalmat hozzacsatolni és igy az
exhaustio elvét e két alapeleme altal teljesen kifejteni.

Az exhaustio révén ismét visszatérhetiink azokra a geometriai kérdésekre, melyeket Archimedes éppen az exhaustio
segélyével targyalt. Ilyen els6 sorban: a parabola quadraturaja, vagyis teriiletének kiszamitasa. A mathematikai szigo-
rasaggal és nagy tudomadanyos apparatussal végzett szamitas menetét csak kivonatosan ismertetjiik a kovetkezdkben:
vonjunk a parabola AB huarjanak C felezd pontjabol (1. abra) a parabola tengelyével parhuzamost, mig az a parabolat
D pontban metszi.

Az AOB parabola szelet nagyobb, mint az AD B haromszog. Felezziik meg tjra az AD és BD oldalakat és vonjunk
e felez6 pontokon at is a tengellyel parhuzamos egyeneseket, mig azok a parabolat E és F' pontokban metszik, akkor:

AOB parabolaszelet > ADBA + AEDA + DFBA.

Archimedes ki tudta mutatni, hogy:
1. az AEDA = DFBA és 2. hogy e haromszogek mindegyike az ADB haromszognek 8-adrésze, ennélfogva mind
a kettd egylittvéve annak negyedrésze, agy, hogy:
1
AOB parabolaszelet > (1 + Z)ADBA.
Ha most az AEDF B polygon minden oldalat ujra felezziik, négy oly haromszoget kapunk, melyek egyiittvéve az
AD B haromszognek 16-od részét adjak, ugy hogy:

1 1
AOB parabolaszelet > (1 + 1 + E)ADBA.

Ha ezt az eljaréast ily modon jra meg djra folytatjuk, kapjuk végre:

1 1 1
AOB parabola szelet = (1 + 1 + 16 + 61 + ... )ADBA.

Geometriai haladvanyok azonban nem okoztak Archimedesnek nagy nehézséget, hiszen erre a sorra:

e (Y () e (Y

4 1/1\"
S—§‘§<z>-

1 n
Mivel (Z) a végtelen geometriai sorban minden szamnél kisebb lesz, vagyis 0 felé halad, a sor dsszege mindinkabb

Osszegképlete is van ily alakban:

4
3 felé kozeledik, ugy, hogy végre:

4
AOB parabola szelet = §ADBA.



E szamitasbol azt latjuk, hogy Archimedes méar behatoan ismerte a kapszeletek tulajdonsagait; valoszint, hogy
nagyon sokat mar Euklidesnek a kupszeletekrél szl kdnyveib6l ismert, de mindenesetre maga is kibgvitette ezt az
anyagot. A hyperboléval Archimedes nem foglalkozott, ellenben az ellipsis teriiletét szintén kiszdmitotta. A kapszeletek
neveit Archimedes még mindig ugy hasznalta, mint ahogyan azokat Menaechmos megallapitotta (K.M.L.V.évf.150.1ap),
ambar azt mar tudta, hogy az ellipsis nemcsak a hegyesszogd, hanem mind a haromféle kipon kaphaté alkalmas
helyzetd metszés altal.

Ugyancsak az exhaustio segélyével végezte Archimedes rendkiviil érdekes szamitasait a nevérdl elnevezett csigavo-
nalrol. E vonal keletkezését maga Archimedes igy irta le: ;Ha egy egyenes vonal egyik mozdulatlan végpontja koriil
a sikban egyenletes sebességgel forog és e kozben a forgd egyenesen a forgési ponttol kiindulva egy pont ugyancsak
egyenletes sebességgel halad, e pont a sikban csigavonalat ir le". A csigavonal definiczidja tehat ez: oly vonal, melynek
minden pontjihoz tartozé radius vectora ardnyos a koriilfordulasi szoggel, egyenlete pedig:

r = xv.

Archimedes igen behatéan ismerte e csigavonalat; tudta, hogy barmelyik czikkének teriilete mindig harmadrésze a
hozzaja tartozo kor teriiletének; ezenkiviil is még a gérbének sok teriileti és érintési viszonyat ismerte.



