"Elemek": XI. XII. és XIII. kdnyv.

Euklides nagy mivének utols6 f6részét a XI., XII. és XIII. konyv alkotja; tartalmuk a stereometria. A targyilag
ismét Gsszefiiggd, mind a harom konyvhoz tartozéd definiciokat a XI. konyv tartalmazza. Az 1. definicid szerint:

Test az, a minek hossztisaga, szélessége és mélysége van.

A 3-8. definici6 a sikok kiilonféle helyzetét targyalja. A 9. és 10. definicié a hasonlé és egybevago testekrdl szol. A
tovabbi definicidk a kiilonb6z6 testekre vonatkoznak, még pedig a 12. a gulara, a 13. a hasébra, a 14-17. a gémbre, a
18-20. a kupra, a 21-23. a hengerre, végre a 25-29. az 0t szabalyos testre.

A XI. konyv 1-19. feladatai kiilonboz6 stereometriai tételek az egyenesre és a sikra vonatkozolag. A 20-23. feladatok
a testszogletrdl szolnak. A 29. feladat tartalma az a tétel, hogy egyenld alapi és magassagi parallelepipedek egyenl6k.
A 33. feladat:

Hasonlo testek ugy ardanylanak egymdshoz, mint megfeleld oldalaik kdbei.

A konyvben 6sszesen 40 feladat van.

A XII. kényv a testek kobtartalmat méri. Az 1. feladat kimondja ezt a planimetriai tételt:

A kdrbe irt hasonlé sokszogek gy ardnylanak egymdshoz, mint a kérok dtmérdinek négyzetei.

Euklides ezt ugy bizonyitja be, hogy a hasonlé sokszogek egy-egy megfelels csticspontjat felhasznalja az &tmérs egyik
végpontjaul, a megfelel§ szomszédos cstcspontokat pedig Osszekoti az atmérd masik végpontjaval; azutan kimutatja e
haromszogek hasonlésagat és ezek révén jut el a tételhez.

A 2. feladat annyiban nevezetes, a mennyiben Euklides egyik mathematikai méodszerét vilagitja meg teljességében.
A feladatban foglalt tétel, melyet kiilonben mar Hippokrates is ismert (V. évf. 25. lap), igy szol.

A korék dgy ardnylanak egymdshoz, mint dtmérdik négyzetei.

A tétel levezetésében az elGbbi feladat tételébsl indul ki és a kordk kozé és a korokbe rendre szabalyos négy-, nyolcz-,
tizenhat-, stb. szogeket ir, minden esetben kimutatva, hogy a beirt sokszdg oldalahoz tartozé korszelet kisebb, mint
az ezen oldalra, mint alapra (AB) rajzolt és a kor kozé irt megfelels sokszog oldala altal hatarolt téglalap (ABCD),
de viszont nagyobb, mint e téglalap fele (az AEB haromszog).
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Ha ezt igy folytatjuk, végre oly kis korszeleteket kapunk, melyek egyiittvéve kisebbek barmily kis feliiletnél. E
helyen értjiik csak meg, hogy miért fogalmazta meg Euklides a X. konyv 1. feladatat (VI. évf. 98. lap) oly modon,
mint a milyenben ott megismertiik.

Nemcsak ez egy esetben és nem elGszor talalkozunk e helyen ily koriilményes eljarassal: a IIL. konyv 16. feladatanal
(VL. évf. 61. lap) behatoan beszéltiik meg a hatdrdtmenet modszerét; itt Gjra raakadunk. Mindkét esetben a kdrvonal
gorbe volta idézte fel és okolta meg sziikségét. Euklides maga ugyan nem e médszer megalapitéja, de annak teljes ma-
thematikai szigorusaggal operalo végrehajtoja. A modszer csirdit mar a Kr. e. V. szazadban taldltuk meg Antiphonnal
és Brysonnal (V. évf. 4. és 5. lap), de a mathematikai meggondolas és szigorusag hianya, meg elhamarkodottsaguk,
helytelen eredményre vezette &ket. Euklides azonban biztosan halad elére, soha ugrast nem tesz, teljesen be nem bi-
zonyitott allitast nem kockaztat, hanem bizonyitas és meggyG6zés dolgdban inkdbb tébbet ad a jobol, semmint keveset.
Euklides moédszerét, mely tehat abban &ll, hogy egyik mennyiséghdl egy masikra fokozatosan tér at, a XVII. szazadban
exhaustionak (kimeriilés, kifaradas) nevezték el; magyarul még megkézelitési mddszernek is mondhatjuk.

A 3-9. feladatok a gularol szolnak; koztiik legnevezetesebb a 7. feladat:

Minden haromszogalapi hasdb hdrom egymdssal egyenld, hiromszogalapd guldra bonthato fel. (Eudosxus tétele: V.
évf. 119. lap).

A 10.12. a kup, a 13. a henger, a 14. és 15. feladatok pedig a kup és henger kobtartalmi viszonyait targyaljak. A
17. feladat targya a gomb és a beirt soklapu test, végre a 18. feladat ez:

A gombok ugy aranylanak egymdshoz, mint dtmérdik kibei.

Euklides természetesen e tételt is exhaustio segélyével bizonyitja be.

A XIII. kényv a szabélyos testeket targyalja; az ezeket hatarolo szabalyos sokszogekkel a konyv els6 12 feladata
foglalkozik. Ezek kozott az elsé 5 feladat vonatkozassal a szabdlyos Otszogre az aranymetszés szambeli viszonyait
targyalja. Erdemes az egyik ily tételt szoszerint bemutatni, pl. az 1. feladatét:

Ha egyenest folytonos ardnyban metszink: a nagyobbik darab megtoldva az egésznek felével, négyzetben 6t akkora,
mint az egésznek a fele.

E definiciok tehat alapjukban véve tullajdonképpen szavakba fiizott képletek. E nevezett tételnek képlete ez:
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Hasonlé moédon a tovabbi feladatok e képleteket magyarazzak:
3.
x
—=—Vb5.
Y+ D) V5
4.
a? +y? = 322,
5.
a® = z(a + ),

hol a az egészet, = a nagyobbik, y a kisebbik részt jelenti.
A 12. feladat szerint a szabalyos haromszog éle:

a=rV3,

ha r a haromszog koré irt kor sugara.
Ily szavakba ftizott képletek adjak meg az Gsszefiiggést a szabalyos testek élei (a) és a koriilirt gomb atmérdje (d)

kozott a kovetkezd feladatokban.

13. a tetraédernél: ¢ = §a2,

14. az oktaédernél: d* = 2a?,
15. a koczkanal: d* = 3a?; a 16. feladat szerint az ikozaéder oldala egy ,kisebb irracionalis" mennyiség; ez alatt

[5—1+/5
Euklides olyanokat ért, melyekben a 2\/— eléfordul; a 17. feladat a dodekaéder oldalat apotom mennyiségnek

mondja.
Végre a konyvet befejezd 18. feladat 6sszehasonlitja az 6t szabalyos testet.

XIV. és XV. konyv.

E két konyv a XIII. konyvet egésziti ki, a mennyiben mindketts a szabalyos testeket targyalja. Mint mar emlitettiik,
alexandriai Hypsiklest tartjak a két konyv szerz@jének, ki azokat Kr. e. 180 koriil irhatta és csatolta azokat Euklides
miivéhez; &mbar Gjabb vélemény is meriilt fel, mely szerint a két konyv koziil csak az egyik lenne Hypsiklesé, a masik
pedig egy a Kr. utani VL. szazadban élt iré (Damascius) mitve.

A XIV. kényvnek majdnem mind a 7 feladata a dodekaéder és ikozaéder feliileti és kobtartalmi viszonyait targyalja.
A XV. kényvben végre a szabélyos testek bizonyos kombinécioi foglaltatnak, a mennyiben a feladatok ezek:

1. Adott koczkdba tetraédert irni;

2. " tetraéderbe oktaédert "

3. adott koczkdba oktaédert irni;

4. " oktaéderbe koczkdt "

5. " ikozaéderbe dodekaédert irni.

A 6. feladat a szabéalyos testek éleinek és csucsainak szamat adja meg, végre a 7. feladat targya a szabalyos testek

lapszogeinek meghatarozasa szerkesztés atjan.

Baumgartner Alajos.



