"Elemek": V. konyv.

Ez a konyv az aranylatok tana, Eudoxus konyve. Az alakja természetesen szintén geometriai, mert itt is oly mennyi-
ségek szerepelnek, melyek akkortdjt nem voltak szdmbelileg kifejezhetk, geometriai targyalasuk azonban lehetséges
volt. Kénnyebb attekinthetség kedvéért azonban az e konyvben foglalt feladatok lényegét modern algebrai kifejezéseink
segélyével fogom megadni, melyekben A, B, C,... altalanos mennyiségeket jelentsenek, melyeket Euklides vonalokkal
abrazol, m, n, p, ... pedig mindig egész szamokat, melyeknek Euklides a példanak megfelelGen kis értékeket ad. A
konyv 20 definicioja koziil a kovetkezsk méltok emlitésre:

4. Két mennyiség akkor van ardnyban, ha az egyik megszorozva, a masikat adja.

E definicié igen mély értelmi, mert azt is kifejezi, hogy az ardnyban levé mennyiségek egynemiiek legyenek.

13. Az arany cserélése, az elGtagnak elGtaghoz és az utétagnak utotaghoz vald vétele.

Ha A: B=C:D, akkor A:C = B : D is jo.

14. Az arany megforditasa az elGtagnak utdtagul és az utotagnak elGtagul vald vétele.

Ha A: B = C : D aranylatban ezt tessziik, a B: A = D : C helyes aranylatot nyerjiik

A 15. definici6 arra vonatkozik, hogy ha A: B = C : D, akkor (A+ B) : B = (C + D) : D, a 16. definici6 pedig
(A-B):B=(C-D):D.

A definiciok utén kovetkezs 25 feladat az aranyokrol és aranylatokrol szold legvaltozatosabb tételeket tartalmazza.
A legfontosabbak ezek:

4. Ha négy mennyiség aranylatban van, az elsdnek és harmadiknak egyenld szorzatai, meg a mdsodiknak és negye-
diknek egyenld szorzatai is ugyanazon ardnylatban vannak.

A szovegezés kissé nehézkes, azért adom meg kiilon az értelmét: ha A: B =C : D, akkor mA : nB =mC : nD.

A kovetkezdkben csakis a feladatok tartalmat adom meg a mi modern jel6léseinkkel.

7.Ha A=B,akkor A:C=B:C

8. Hao A>B,akkor A:C>B:Cés (C:A<C:B.

A 9. és 10. feladat emezek megforditasai.

11.Ha A: B=C:DésC:D=FE:F,akkor A: B=F:F.

12. Az el6bbi harom aranylatba ez is tartozik: (A+C + E): (B+ D+ F).

14. A mint A: B = C: D arénylatban A ; B, a szerint C is E D.

15. A: B=mA:mB.

16-19. feladatok az aranyok felcserélésére és a tagok Osszegeinek és kiilonbségeinek aradnyara vonatkoznak.

A 20-24. feladatok az Gsszetett aranylatok tételeit tartalmazzak. Példanak alljon koziilok a 24. feladat: ha A : C' =
D:FésB:C=FE:F,akkor (A+B):C=(D+E):F.

Végre kozlésre mélté az utolso feladat.

25. Ha négy mennyiség van egy ardnylatban, a legnagyobdb és legkisebb tag dsszege mindig nagyobb a mdsik két tag
0sszegéneél.

"Elemek": VI. kényv.

Ambér az V. konyv az aranylatok tanat teljes altalanossagban és a mennyiségek minden fajtajara vonatkozolag
geometriai szemléltetéssel targyalja, még mindig kiegészitésre szorul, mely kiegészités a régiek modja szerint ismét csak
geometriai lehet. E kiegészités a VI. kdnyv, mely az ardanylatoknak a geometriara vonatkozo alkalmazasat, nevezetesen
a hasonl6 idomok korében, foglalja magaban.

Az 5 definicié koziil emlitésre mélto az elss:

Hasonlok azok az egyenes vonali idomok, melyeknek megfelels szogei egyenlSk és az egyenls szogeket bezaro oldalai
aranyosak.

A 3. definici6 ismét az aranymetszésre vonatkozik, a 4. definicié az idom magassaganak fogalmat adja.

Az 1. feladatnak ez a tétele: egyenld magassdgi hdromszogek és parallelogrammok gy ardnylanaek egymdshoz, mint
alapjaik.

A 2. és 3. feladat hasonlé haromszogeknek egyéb megfelels részei kozotti aranyossagat allapitja meg.

A 4.5.6. 7. feladat a négy hasonlésagi esetet targyalja.

A 8. feladat a derékszogl haromszognek és a derékszog csicsabol az atfogora bocsatott magasssag altal képezett
1j derékszogl haromszogeknek hasonlosagi viszonyaival foglalkozik.

A 9. feladat egy adott egyenesnek egyenls, a 10. feladat pedig egy megadott arany szerinti részekre vald osztésat
végzi.

A 13. feladat két egyenesnek kozéparanyosat szerkeszti meg ama tétel alapjan, hogy az dtmérére merélegesen emelt
féelhur kézéparanyos az atmérs szeletei kozott.

A 16. feladat azt a tételt mondja ki geometriai alakban, hogy minden aranylatban a kiiltagok szorzata egyenls a
beltagokéval.

A 19. feladat tétele az, hogy hasonld hdromszogek gy aranylanak egymdshoz, mint oldalaik négyzetei.

A 28. és 29. feladatok ismét az elliptikus és a hyperbolikus feliiletvetést targyaljak, épp ugy, mint a II. konyv 5. és
6. feladatai (1. VI. évf. 43. 44. lap), de nem téglalapok, hanem altalanos parallelogrammok segélyével.



A 30. feladat ismét az aranymetszés.

Az utolso feladat a 33. szamau:

Egyenld korokben a szdgek gy ardnylanak egymdshoz, mint a hozzdjuk tartozo kerileti ivek, akdr kozéppontiak,
akdr keriletiek e szogek.

VIL., VIII. és IX. konyv.

E héarom, targyilag 6sszefiiggs konyv a szamok tanaval foglalkozik; els§ esetben van tehat Euklides mtivében tiszta
arithmetikaval dolgunk, minden geometriai targyalas nélkiil. Mind a harom konyv targya annyira kozos, hogy csakis a
VII. konyv tartalmaz definicidkat, melyek a VIIIL. és IX. kdnyv tartalméra is szolnak.

A VII. kényv 1. definicioja bevezeti az egységet, mely a 2. szerint a szamokat méri. A 6-10. definiciok a paros és
pératlan szamokat targyaljék; a 11. az abszolut -, a 12. a relativprim szamokat definidlja. Euklides mégis csak megint
geometridra gondol, mikor a 16. definiciéban a két tényezEbsl allé szorzatot feliileti szamnak, a 17.-ben pedig harom
tényeGbdl allé szorzatot testszamnak nevezei; geometriai alapt tovdbba a még mai nap is hasznélatos "négyzetszam"
és "kobszam" elnevezés a 18. és 19. definicioban.

A 20. definici6 az aranylatot targyalja: Szamok akkor képeznek ardnylatot, ha az els6 a masodiknak és a harmadik
a negyediknek ugyanannyiszorosa vagy ugyanannyiad része.

A 22. definicio végre azokrél a szamokrol szol, melyek osztoiknak Osszegei és melyeket FEuklides is Pythagoras
nyoman tokéletes szamoknak nevez (1. K. M. L. IV. évf. 90. lap).

A VIL kényv 1., 2. és 3. feldatai a kézos osztok és a legnagyobb kdzos osztd ismeretes meghatarozasat targyalja oly
moédon, mint a hogy e feladatokat mai napsag is elvégezziik: az utolso osztonak a maradék altal valo elosztasa alapjan.
A 4-11. feladatok mind azok a tételek, a melyek a szamok oszthatosagara vagy nem oszthatosigara vonatkoznak, ha
azokat a kiilonbo6z6 miiveletek segélyével valtoztatjuk.

A 12-15. feladatok az aranylatok tagjainak valtoztatasara vonatkoznak, a 16. feladat kimondja a szorzas kommutativ
elvét.

A 20. feldadat a mértani kozép ily fogalmazasban:

Ha hdrom szdm folytonos ardnylatban van, a szélsd szamok felileti szama egyenld a kizépsd szam négyzetszamduval.

A 23-30. feladatok a relativ primszamok kiilonbo6zs tételei, a 31. feladat pedig az a tétel, hogy minden abszolut
primszam minden szamhoz, melynek nem osztdja, relativ primszdm.

A 35. feladat az aranyok roviditése, a 36. a legkisebb k6z6s tobbes felkeresése.

A VII. kényv 6sszesen 41 feladatot tartalmaz.

A VIII. konyv 27 feladata koziil a legtobb a mértani haladvanyt targyalja antik alakjaban, a folytonos aranylato-
kéban. Igy pl. az 1. feladatban Euklides ezt a mértani haladvanyt: 8, 12, 18, 27 igy jelzi: 8 : 12 =12: 18 = 18 : 27.

A tobbi feladat a feliileti-, test-, négyzet- és kobszamokra vonatkozik, igen egyszerii, majdnem a definiciojukbol
kifolyo tételek alakjaban.

A IX. kényv eleje ugyane dolgokat oOleli fel, majd ismét 6sszekoti e kiilonbo6z6 fajtaja szamokat a folytonos arany-
latokkal. A 20. feladat meglehetGsen minden a targgyal valo szorosabb Osszefliggés nélkiil azt a kiilonben igen érdekes
és nevezetes tételt mondja ki:

Abszolut primszam minden felvett abszolut primszdm mennyiségénél tobb van, vagyis az abszolut primszamok szama,
végtelen sok; ugyanis ha a sor szerint kovetkezd barhany absolut primszam szorzatit képezziik és e szorzathoz az
egységet hozzaadjuk, mindig Gjra abszolut primszamot kapunk.

A 21-34. feladatok a paros és paratlan szamokkal valé miiveletek eredményeit targyaljak.

A 35. feladat egyike a leginkabb bamulatot kelt6 eredményeknek, a mértani haladvany egyik tétele:

Ha akdrhany szam folytonos ardnyban van és a mdsodiktol is meg az utolsotol elvessziik az elsdt, akkor e kilonbségek
gy aranylanak egymdshoz, mint az elsd tag az egész sor dsszegéhez, leszamitva az utolso tagot, mely tételnek megfelels
képlete ez:

(a2 — al) : (an — al) = aj : Sn—l-

E képlet tehat egy bizonyos szamu taggal bird sor Gsszegét tartalmazza és igy a sor Osszegének meghatarozasara fel is
hasznalhat6. Ennek alapjan Euklides tudta azt is, hogy ha a; = 1 és ay = 2, akkor:

M 1=1424224+.. 42" L

E mértani sort, illetéleg folytonos aranylatot alapul véve a IX. konyvet befejezé 36. feladatban még egy érdekes
tételt ad, mely szerint az 1+ 2+ 4+ 8. .. sor Gsszege néha absolut primszam (pl. 1, 2, 3, 5 tag esetében) és ha az ily
primszamot a sor utolsé tagjaval megszorozzuk, tokéletes szamot kapunk, mai jelolésiinkben tehat:

(14+2+2%+...4+2™).2"

tokéletes szamot ad, ha a zardjelben foglalt mennyiség abszolut primszam.

Baumgartner Alajos.



