Maximum- és minimumproblémak elemi targyalasa.
(Vége.)

IVv.
Vannak oly maximum- és minimum probléméak, melyeknek elemi targyaladsa eszkozolhet6 ugyan, de a kovetett
modszer az eddig ismertettektsl teljesen eliité és ugyszolvan csak az illet6 problémara alkalmas. Lassunk két ilyen
feladatot, melynek targya az optikabol van valasztva.

4. A fénytani hasdb egyik hatdrlapjdra esé (belépd) sugdrnak a hasdb mdsik hatdrlapjin kilépd sugdrral képezett
szage, az eltéritési szog @, akkor legkisebb, ha a belépési sz6g egyenld a kilépési szdggel.

Jelelje i a szoget, melyet a beléps sugar az els6 hatarlapra merdleges egyenessel, a beesési merdlegessel képez,
r a megtort sugar szogét ugyanazon merdlegessel. Hasonloképpen jeleljék r' és i’ a hasabban halad6 és a mésodik
hatarlapon kilépé sugarak szogeit a masodik hatarlapra meréleges egyenessel. Végiil legyen a a hasib tér6szoge és ¢
az eltérési szog. (1. abra.)

A

1. dbra
Az EF D haromszogbdl latjuk, hogy
r+r =a 1)

és a DEG haromszogbdl, hogy
p=i—r+i —71

p=i+i —a 2)
Al e . o sing sing’ . . : N
A t0r6 haséb torés mutatoja n tudvalevileg —— vagy ——, mit még a kovetkezs egyenletekkel fejezhetiink ki:
sinr sinr
sini = nsinr 3)
sini’ = nsin?’ 4)

Ha a 4) egyenletet a 3)-hoz hozzéadjuk és ugyanabbél méasodszor levonjuk, kapjuk a kévetkezdket.
sini + siné’ = n(sinr + sinr’),
sini — siné’ = n(sinr — sin7’).

Ez utobbiak, mint a geometriabdl ismeretes a kovetkezs alakra hozhatok:

1 1 1 1
sin 5(2’—}—2")(305 5(2 —i')= nsini(r—i—r’)cos 5(7‘ —7') 5)

1 1 1 1
cos 5(1 + ') sin 5(1 —i') = ncos 5(7’ +7') sin 5(7’ -7’ 6)



Ha a most nyert két egyenlet elsejét elosztjuk a masodikkal lesz:
1, ., L., 1 p 1 /
tan2(z+z)cot2(z—z) _tan2(r+r)cot2(r—r)

vagy még masképp:

1 1 1 1
tana(i+i')tan§(r —7') ztana(r—l—r')tana(i —i) 7)

Minthogy levegsbdl iivegbe 1ép6 sugarakrol van szo, n a torésmutatd nagyobb az egységnél és i meg i’ nagyobbak

r és r'-nél. Tehét ) )
g(i +i') > 5(7" +7')

1 . ./ 1 !

tan§(z+z) >tan§(r+r)

Ha tehat i = i’, a mikor egyszersmind r = 7', a 7)-b6l kovetkezik, hogy
1 1
tan 5(7“ —7r') < tan 5(1 —1i)

1 P
5(r—r)<§(z—z)

De ez utobbi egyenlettel egyidejiileg all fenn a kovetkezd:
1 1
cos §(T —7r') > cos 5(@ —i').
Ez pedig az 5)-tel egybevetve a kovetkez6t eredményezi:
1, 1 /
31n§(z—|—z) >nsm§(r—|—r)

1 1
sini(i+i’)>nsin§a 120
mig, ha i = 4’

1 1
sini(i—ki') = nsini(r—l—rl) = nsin 3

. 1
Igy tehat sin 5(@ + i")-nek és vele (i + i')-nek legkisebb értéke akkor jon létre, ha i = 4'.
De ¢ az (i + i')-tel egyidejiileg novekedik és fogy és igy o -nek minimdlis értéke akkor all be, ha i =i’ .

5. Az A pontbdl kiinduld fénysugdr a térd kizegben lévd B pontba oly ACB iton halad, hogy ez it megfutdsdra
sziikséges 1dd a lehetd legkisebb.

Jeleljiik az A pontnak tavolsagat a tord kozeg hataratol AD = a-val, a B pontét BE = b-vel; a DE hosszat c-vel.
Minthogy a két kiilonféle kozegben a fénysugér kiildsmbozé ¢ és ¢’ sebességeklkel halad, lesz az ACB ut megfutéséra
sziikségeltetett id6 (2. abra.)



2. abra

AC CB
t=" 4

/

c C

Minthogy pedig
AC? = AD? + DC? = o? + 2

CB? = BE? + CE? = b? + y?

hol még
T+yY=¢

az id6 még a kovetkezs egyenletek altal hataroztatik meg

VETE TP

t= ,
c c

z+y—c=0
Hogy a ¢ minimalis értéke az x és y mely értékénél kovetkezik be, azt megtudjuk, ha a t értékét a kovetkezts
alakban frjuk:
VaZ + 12 D2 1 2
b= YTy YOV ke 1)
c c

hol £ tetszésszerinti allando szam.
A t értéke minimum, ha a

2 2
va?+a? 2)
és

értékek minimumok.
Az

c

(k) - (- (3

azonos egyenletbdl kovetkezik, hogy



és vele egyiitt a 2) alatti kifejezés akkor minimum, ha

ka? +a2 -2 =0
C

vagyis, ha
X
k= —r 4
cva? + a2 )
Hasonloképpen minimum a 3) alatti kifejezés, ha
Y
k= —1—= 5
c /b2 + y2 )
De
r
\/ﬁ = S1m?:?
és
Yy o
=smrnr

N

sinr sin¢

tehat a 4)-bsl és 5)-bol

/

c c
sin¢ c

L 6)
o /
sinr ¢

Ez utébbi egyenlet azonban azon torvénynek kifejezése, mely a beesd és a megtordtt sugarnak a beesés merélegessel
képezett szogei kozott a relacziot megallapitja.

Hogy az ACB 1t befutasara sziikségeltetett id6 rovidebb az AB egyenes vagy barmely mas AGB ut befutasara
sziikségeltetett id6nél az Huyghens szerint a kdvetkezSképpen is meg lehet mutatni.

Huzzunk az F' pontbol, melyben az AB egyenes a toré kozeg hatarat atmetszi parhuzamosokat a CA és CB
egyenesekkel és emeljiik rajuk az AA’ és BB’ mer6legeseket. Rajzoljuk meg tovabba az FF' L AC és CC' L FB’
egyeneseket. (3. abra.)

3. dbra



Most kdzvetlen szemlélet mutatja, hogy az AF' és A'F, OB és C' B’ utak befutasara sziikséges idsk:

F'C ) FC’
és ;
c c
tovabba F'C = F(C'sini
FC' = FCsinr
tehat

F'C  FCsini

c c
FC’  FCsinr

c - c

Ez utébbiak azonban egyenlSk egyméssal s igy az ACB ut befutasara sziikségelt id6 egyenls az A’ F B’ at befutasara
sziikségelt idGvel. De ez utobbi kisebb az AF' B 1t befutasara sziikségelt idénél, mert

A'F < AF

FB' < FB

A}l

4. dbra

Hasonloképpen lathato a 4. dbrdbol, hogy A”C"”GB’ ut befutasara sziikségelt id6 egyenls az ACB 1t befutasara
sziikségelt id6vel. Az AGB utat a fénysugér tehat hosszabb idé alatt futja be, mint az A”GB” utat, mert

AG > A"G



és

GB > GB".



