Hawking-sugarzas

Barhol is talalkozunk a fizikaban egy egyenl&séggel, az egyenlet mindkét oldala ugyanolyan tipust, azaz ugyanolyan
dimenzi6ju. Példaul nem lehetséges, hogy az egyenlet jobb oldala hosszisagnak felel meg, mig a bal oldalon &llo
mennyiség id6 intervallumnak. Ezt a tényt felhasznalva idénként (szamfaktoroktol eltekintve) fizikai Osszefiiggéseket
allapithatunk meg a probléma analitikus megoldasa nélkiil. Péld4ul, ha azt kérdezziik, hogy a h magassagbol elengedett
test mennyi id6 alatt esik le az allandénak tekinthetd g gravitacids gyorsulds hatasara, akkor gy érvelhetiink, hogy
egy id6 intervallumot reprezentalé mennyiséget kell felépiteniink g és h segitségével, és ennek egyetlen modja ez: T =
a(h/ g)l/ % Vegyiik észre, hogy ez a megoldés tartalmaz egy dimenzié nélkiili, nem meghatarozott a egyiitthatot, melyet
ezzel a modszerrel nem lehet megkapni. Ez az egyiitthato egy ilyen szém lehet: 1, 1/2, V3, 7 vagy barmilyen mas valos
szam. Fizikai 6sszefliggéseknek ilyen moédszerrel torténs levezetését dimenzidanalizisnek nevezziik. Dimenziéanaliziskor
a dimenzi6 nélkiili egyiitthatok nem fontosak, és ezért nem sziikséges leirni ezeket. Szerencsére a legtobb fizikai probléma
esetén ezek az egylitthatok nagysagrendileg 1 koriili szamok, és elhagyasuk nem véltoztatja meg a fizikai mennyiségek
szamértékének nagysigrendjét. Ennek megfeleléen a fenti probléma esetén a dimenzio-analizis modszerével ezt az
eredményt kapjuk: T' = (h/g)l/z.

Altalanossagban egy fizikai mennyiség dimenzioja felirhat6 négy alapmennyiség dimenziojaval: M (toémeg), L (hosszi-
sag), T (ids), és K (hémeérséklet). Egy tetszbleges x mennyiség dimenzidjat igy jeloljiik: [x]. Példaként megmutatjuk,
hogy a v sebesség, az Ej mozgasi (kinetikus) energia és a Cy hékapacitds dimenzioja igy frhato fel: [v] = LT 1,
[Ey] = ML?T ™2, [Cy] = ML*T?K !,

Alapvetd allandok és a dimenzidanalizis kapcsolata

1.1. (0,8 pont) Hatarozd meg az alapvetd allandok, azaz a h Planck-allando, a ¢ fénysebesség, a G egyetemes
gravitacios allandoé és a kp Boltzmann-alland6 dimenzidjat a hosszisag, a tomeg, az id6 és a hGmérséklet dimenzidja
segitségével!

A Stefan—Boltzmann-torvény szerint a feketetest altal kisugarzott intenzitas (vagyis az egységnyi feliilet altal egy-
ségnyi id6 alatt kisugarzott energia) igy adhato meg: 06*, ahol ¢ a Stefan-Boltzmann-allandé és 6 a feketetest abszolit
hémeérséklete.

1.2. (0,5 pont) Hatarozd meg a Stefan—Boltzmann-alladé dimenzidjat a hosszisag, a tomeg, az id6 és a h6meérséklet
dimenzibdja segitségével!

A Stefan—Boltzmann-allando nem alapvetd allando, és igy felirhaté az alapvetd allandok segitségével, azaz ilyen
modon: 0 = ah®c?GkY. Ebben az Gsszefiiggésben a egy 1 nagységrendd dimenzié nélkiili paraméter. Amint ezt az
el6z6ekben emlitettiik, a pontos értéke a mi szempontunkbdl érdektelen, ezért egyszertien vegyiik 1-nek.

1.3. (1,0 pont) Hatarozd meg «, B3, v és § értékét dimenzidanalizissel!

A fekete lyukak fizikdja. Ebben a részben dimenzidanalizis segitségével megprobaljuk meghatarozni a fekete
lyukak néhany tulajdonsagat. Egy bizonyos fizikai elméletnek megfelelGen, amit ,no hair” (jhaja nincs”’) elméletnek
hivunk, a fekete lyukak Osszes jellemzGje, amelyekkel ebben a feladatban foglalkozunk, kizarolag csak a fekete lyukak
tomegétol fligg. Egy fekete lyuk egyik jellemz&je az eseményhorizontjanak a teriilete. Durvan azt mondhatjuk, hogy az
eseményhorizont a fekete lyuk hatara. Ezen a hatéron beliil a gravitacioé olyan erds, hogy az ezzel hatarolt tartomanyt
még a fény sem képes elhagyni.

Szeretnénk kapcsolatot talalni egy fekete lyuk m tomege és az eseményhorizont A teriilete kozott. Ez a teriilet a
fekete lyuk tomegétsl, a fénysebességtol és az egyetemes gravitacios allandotol fiigg. Az 1.3 alkérdés mintajara ezt
irhatjuk fel: A = Gc®m”.

2.1. (0,8 pont) Dimenzioanalizis segitségével hatarozd meg «, 53, és 7y értékét!

A 2.1. alkérdés eredménye vildgosan megmutatja, hogy egy fekete lyuk eseményhorizontjanak a teriilete a lyuk
tomegével novekszik. Klasszikus lefras szerint semmi sem jon ki a fekete lyukbol, és ezért akarmilyen fizikai folyamat
is torténik, az eseményhorizont teriilete csak novekedhet. A termodinamika méasodik f6tételével analogiaba allitva ezt,

lyuk eseményhorizontjanak teriiletével, azaz S = nA. Méas érvelések megerGsitették ezt a felvetést.

2.2. (0,2 pont) Az entropia termodinamikai definicioja (dS = dQ/6) alapjan hatarozd meg az entropia dimenzidjat!

dQ a hékozlés meértéke és 6 a rendszer abszolit hémérséklete.

2.3. (1,1 pont) Ugyanugy, mint az 1.3. alkérdésben, fejezd ki a dimenzidval rendelkezd 7 dllandot mint az alapvets
fizikai allandok (h, ¢, G, és kp) fliggvényét!

A tovdbbiakban ne haszndld a dimenzidanalizis mddszerét, azonban felhaszndlhatod az eddigi alkérdésekre kapott
eredményeidet!

3. Hawking-sugarzas. Fél-kvantummechanikai targyalassal Stephen Hawking Ggy érvelt, hogy — a klasszikus tar-
gyalassal ellentétben — a fekete lyukak a feketetest-sugarzashoz hasonléan sugarzast bocsathatnak ki. Ugy sugaroznak,
mint egy adott hémérséklet feketetest, ezt a hGmérsékletet Hawking-hdmeérsékletnek nevezziik.

3.1. (0,8 pont) Az E = mc? osszefiiggeést felhasznalva, ami megadja egy fekete lyuk energiajat a tomegével kifejezve,
tovabba a termodinamika torvényei alapjan, fejezd ki egy fekete lyuk 6y Hawking-hémérsékletét tomegének és az
alapvet6 fizikai allandoknak a segitségével! Tételezd fel, hogy a fekete lyuk nem végez munkat a kdrnyezetén!



3.2. (0,7 pont) Egy kornyezetétdl elszigetelt fekete lyuk a Hawking-sugéarzas kovetkeztében véltoztatja a tGmegét.
A Stefan—Boltzmann-torvény felhasznalasaval hatarozd meg, hogyan fiigg a fekete lyuk tomegének idgbeli valtozési
sebessége (derivaltja) a 0y Hawking-hémérséklettosl, és fejezd ki ezt a derivaltat a fekete lyuk tomege, valamint az
alapvetd fizikai dllandok segitségével!

3.3. (1,1 pont) Hatarozd meg azt a t* id6t, ami ahhoz sziikséges, hogy egy kornyezetétdl teljesen elszigetelt m
tomegt fekete lyuk teljesen ,elparologjon”, azaz teljesen elveszitse tomegét!

A termodinamika néz&pontjabol a fekete lyukak kiilonleges viselkedésekre képesek. Példaul egy fekete lyuk héka-
pacitasa negativ.

3.4. (0,6 pont) Hatéarozd meg egy m tomegi fekete lyuk hSkapacitasat!

4. A fekete lyukak és a kozmikus hattérsugarzas. Tekintsiink egy olyan fekete lyukat, ami ki van téve a
kozmikus hattérsugarzésnak. A kozmikus hattérsugarzas egy olyan 6p hémérsékletd feketetest sugarzas, ami kitolti
az egész vilagmindenséget. Ezért egy A teljes feliiletd test egységnyi id6 alatt 065 - A energiat kap. Ennek megfele-
16en egy fekete lyuk egyrészt energiat veszit a Hawking-sugarzéas kovetkeztében, mésrészt energiat nyer a kozmikus
hattérsugarzasbol.

4.1. (0,8 pont) Hatarozd meg a fekete lyuk tomegének az id6beli valtozasi sebességét a fekete lyuk tOmege, a
kozmikus hattérsugarzas hGmérséklete és az alapvets fizikai allandok segitségével!

4.2. (0,4 pont) Bizonyos m* tomeg esetén ez a derivalt elttinik. Hatarozd meg ezt az m* tomeget, és fejezd ki 0p
és az alapvet6 fizikai allandok segitségével!

4.3. (0,2 pont) Hasznald fel a 4.2. alkérdésre adott valaszodat, fejezd ki belSle 65 értékét, és helyettesitsd be a
4.1. részben kapott képletbe. Hatarozd meg a fekete lyuk tomegének id6beli valtozasi sebességét m, m™ és az alapvetd
fizikai allandok segitségével!

4.4. (0,4 pont) Hatarozd meg egy fekete lyuk Hawking-hémeérsékletét, amikor a lyuk termikus egyensilyban van a
kozmikus hattérsugéarzassall

4.5. (0,6 pont) Ez az egyensuly stabil vagy instabil? Miért? (Valaszodat matematikailag indokold!)



