Megoldas. (Bodor Matyas) Megmutatjuk, hogy c legkisebb lehetséges értéke a 4.
Barmely p primszamra és nemnulla = egészre jeloljiik v, (z)-szel az x primtényezss felbontasaban a p kitevgjét. A
megoldas soran tObbszor is hasznalni fogjuk a Lifting The Exponent (LTE) lemmat:

e Ha p paratlan primszam és z,y egészek ugy, hogy pfx,y és p | z — y, akkor tetsz6leges n pozitiv egészre
vp(2" —y") = vp(z — y) + vp(n).
e p = 2-re: ha z,y paratlanok és n paros, akkor
va(a”™ —y") = va(x — y) + v2(z + y) + v2(n) — 1.

(Bovebben lasd példaul a https://en.wikipedia.org/wiki/Lifting-the-exponent lemma oldalt.)
Nekiink csak a p = 2 az esetre lesz sziikségiink.

El6szor megmutatjuk, hogy ¢ > 4. Ehhez tekintsiik a kdvetkezs fliggvényt:

1, ha x paratlan,
glx) =<2, ha z =2,
2v2(®)+2 " ha gz paros és x > 2.

A ¢ fliggvény popec, mert:
e Ha a paratlan, akkor g(a) =1 | b* — g(b).

e Ha a = 2, akkor az kell, hogy g(a) = 2 | b* — g(b)?, ami igaz, mert a konstrukciobol lathato, hogy b és g(b)
paritdsa mindig megegyezik.

e Ha a péaros, a > 4 és b péaros, akkor az kell, hogy g(a) = 2v2(@+2 | po — g(b)zma)”. Mivel 2 | g(b) péaros,
vg(g(b)QW(aHz) > 2v2(@W+2 5 40 () + 2, ezért 202(9)F2 | g(b)w@H; masrészt 2 | b miatt v2(b*) > a > va(a) + 2
(példaul a 2, 3, ..., a szamok kozott legfeljebb a — 2 darab 2-hatvany lehet, mert a 3 nem 2-hatvany, ezért
va(a) < a — 2). Vagyis 2°2(9%2 | p? ahonnan kdvetkezik a kivant oszthatosag.

e Végiil, ha a péaros, a > 4 és b paratlan, akkor a feltétel g(a) = gv2(a)+2 | b* — 1, ez pedig kovetkezik az LTE
lemmabol: vy (b* — 1) = va2(b+ 1) + v2(b—1) + va(a) — 1 > va(a) + 2, hiszen b+ 1 és b — 1 mindegyike paros, és
pontosan az egyik oszthato 4-gyel is, tehat 2-es kitevGje legalabb 2.

Osszegezve, a g fiiggvény valoban popec. Emellett g(4) = 2272 = 16, igy 4¢ > g(4) = 16, tehat biztosan ¢ > 4.

Most pedig megmutatjuk, hogy ¢ = 4 eleget tesz a feltételeknek.

Tekintsiink egy tetszéleges popec [ fliggvényt. Belatjuk, hogy minden pozitiv egész n-re f(n) < 4n, innen készen
lesziink. Tetsz6leges a,b pozitiv egészre legyen P(a,b) az oszthatoséagi feltétel, tehat P(a,b) annak a roviditése, hogy
fla) | 6" = f(0)7.

A P(a,a) szerint f(a) | a® — f(a)f®, ezért f(a) | a®. Ha most a = p primszam, akkor f(p) | p?. Ezért f(p) értéke
vagy 1, vagy pedig p-hatviny minden p primre. Legyen f(p) = p'», ahol i, > 0 egész.

Tegyiik fel, hogy van végtelen sok olyan p prim, hogy i, > 0. Legyen emellett b tetszSleges pozitiv egész. Va-
lasszunk egy olyan nagy p primet, hogy i, >0 és p>|b— f(b)|; ilyen van a feltevésiink miatt. Igy P(p,b}bél p | p'» =
f() | P = f(b)¥® . De mind p, mind f(p) egy p-hatvany, ezért a kis Fermat-tételb6l bP = b (mod p) és f(b)7P) =
f(b) (mod p). A fentiek alapjan p | b— f(b) és p > |b— f(b)|, ami csak agy lehetséges, ha b— f(b) = 0, vagyis f(b) = b.
De b tetszolegesen volt megvélasztva, tehat f(b) = b < 4b minden b-re.

Marad az az eset, amikor nincs végtelen sok olyan p prim, hogy ¢, > 0, vagyis véges sok van, legyenek ezek
p1 < p2 < -+ < pg, és ekkor minden p > p; primszamra f(p) = 1.

Ha egyaltalan nincsenek ilyen p; < --- < pj primek, akkor f(p) = 1, minden p primre. Ha van olyan a, amelyre
f(a) > 1, akkor legyen p az f(a) egyik primosztoja. P(a,p)-b6l p | f(a) | p® —17(®) = p® — 1 miatt p | 1, ellentmondas.
Tehat ilyen a nem létezhet; f(n) =1 < 4n minden n-re.

Ha k > 1, és py > 2, akkor vélasszunk egy p > px primet a p = 2 (mod py) tulajdonsaggal; ezt meg tudjuk tenni
a Dirichlet-tétel miatt, hiszen pj és a 2 relativ primek. De P(pg,p) miatt pr | f(pr) | pP* — f(p)P* = p* — 1, de
p’* —1=p—1=1 (mod pi) a kis Fermat-tételbsl, ami ellentmondas.

Az az eset marad, amikor k = 1, f(2) paros, és f(p) = 1 minden p > 2 primre.

Ha van olyan a, hogy p | f(a) valamilyen paratlan p primre, akkor P(a,p) miatt p | f(a) | p* — 1/ = p® — 1,
ellentmondas. Ez azzal egyenérték, hogy f(a) minden a-ra vagy 1, vagy pedig 2-hatvény.

A P(a,3)-bol f(a) | 39— f(3)F(®) = 3% —1, igy paratlan a-ra 4 { 3% — 1 miatt f(a) < 2 < 4a. Ha pedig a paros, akkor
az LTE lemmabol v3(3* — 1) = v2(3 — 1) + v2(3 + 1) + va(a) — 1 = va(a) + 2, ezért va(a) + 2 > va(f(a)) = log, f(a),
ezért f(a) < gu2(a)+2 _ 4 9v2(a) < 44,

Tehat az f(n) < 4n egyenlStlenség minden n € N szamra fennall, és ez igazolja, hogy ¢ = 4 megfeleld.


https://en.wikipedia.org/wiki/Lifting-the-exponent_lemma

