I. megoldas. A piros és kék pontok a kort ivekre osztjak; irjunk minden egyes ivre (+1)-et vagy (—1)-et ugy,
hogy a piros pontok két oldalan egyenld, a kék pontok két oldalan pedig ellentett szamok &lljanak. Mivel a kék pontok
szama minden lépésben pérossal valtozik, ezért mindig paros sok kék pont van a kérvonalon. Az ivek fenti szamozésa
tehat kétféleképpen végezhets el, és az egyik szamozasbol ugy kapjuk a masikat, hogy minden iven elGjelet valtunk.
Megmutatjuk, hogy az ivekre irt szamok Osszege minden 1épés utan oszthatdé marad 3-mal. A kezdeti allapotban ez
igaz, mert egy (+1)-et és egy (—1)-et adunk Ossze.

Ha egy 1épésben egy ¢ ivre piros pontot iiltetiink, akkor a beillesztett piros pont szomszédjainak szine megvaltozik,
ezért a lépés el6tti ivszamozasbol helyes ivszamozast kapunk, ha a beillesztett piros pont két oldalan keletkezs részivekre
az i ivre irt szam ellentettjét irjuk, a tovabbi iveken pedig megtartjuk a szdmozast. Piros pont torlésekor forditva jarunk
el. Az ivekre irt szamok Osszege mindkét esetben 3-mal valtozik, tehat ha korabban 3-mal oszthato volt az Gsszeg, agy
ez a lépés utan is igy marad.

Ha néhany 1épés utédn két piros pont marad, akkor két egyenls szam keriil a kor keriiletére, melyek Gsszege nem
oszthaté 3-mal. Ezt az allapotot tehat nem lehet elérni. [

II. megoldas. Ismét azt igazoljuk, hogy nem kaphatunk két piros pontot az adott 1épésekkel. Feleltessiink meg a
pontoknak egy-egy geometriai transzformaciot: a kék pontok jelentsék a t-vel jelolt tengelyes tiikkrozést az z-tengelyre,
a piros pontok pedig az f-fel jelolt, origod koriili, 120°-os elforgatasnak feleljenek meg.

Megmutatjuk, hogy azokban a pontrendszerekben, amelyek két kék pontbol kiindulva elgéllithatéak, a pontoknak
megfeleltetett egybevagosagi transzformaciok szorzata — tetszéleges kék vagy piros pontbol indulva és pozitiv koriiljaras
szerint haladva — a minden pontot fixen hagyo6, identikus transzformacio. Ez a kezdeti allapotban (két tiikrozés) teljesiil.
Elegend6 tehat megmutatnunk, hogy a lépések megdrzik ezt a tulajdonsigot, hiszen két piros pontra a megfelels
egybevigosagok szorzata egy —120°-os forgatas.

Elgszor is figyeljiik meg, hogy ha egy rogzitett kék vagy piros p pontbdl kiindulva a megfelel§ transzforméciok
szorzata minden pontot helyben hagy, akkor tetszdleges p’ ponttdl kezdve a transzformaciok elvégzését, szintén az
identikus transzforméciot kapjuk. Ez azért igaz, mert ha p-t6l p'-ig (pozitiv koriiljaras szerint) a transzformaciok
szorzata egy T egybevagosag, akkor a p'p iven a szorzat sziikségképpen a 71 inverz leképezés. Ha viszont p’-bél
indulunk, akkor a szorzat transzformaciot ugy kapjuk, hogy el6szor a 77!, majd a 7 transzforméciot vegezziik el, 4m
ez a leképezés-sorozat is minden pontot helyben hagy.

Tegyiik tehat fel, hogy valamely allapotban a transzformaéciok szorzata az identitas, és tekintsiink egy tetszoleges
lépést. A 1épés négyféle lehet:

fretft,  ftetff, tfsfft, tte fff;

a transzformaciok szorzata egyik esetben sem valtozik, ha a kiindul6pont a megvaltozott pontokon kiviilre esik, tehét
legalabb egy esetben. Lattuk, hogy a transzformaciok szorzata ekkor barmely kiindul6 pontboél az identités lesz, amivel
allitdsunkat igazoltuk. [



