A geometriai szemlélet azt is mutatja, hogy elegendd azt tudni egy gorbérsl, hogy minden hir kézéppontja a gorbe
folott van, mar ebbdl is kdvetkeztethetiink a gorbe konvex voltara, vagyis az
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kéttaga szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenség teljesitésébsl mar kovetkezik a silyozott és a tobbtagu stulyozott Jensen-
egyenl6tlenség teljesiilése is. Ezt egyeldre csak a szemlélet alapjan lattuk be. Nézziik most meg, mit tudunk bizonyitani
anélkiil, hogy a geometriai szemléletre hivatkoznank.

Tegyiik fel, hogy teljesiil egy fiiggvényre az (1) egyenl6tlenség. Ebbdl kbzvetleniil a négytagi hasonléd egyenlétlen-
ségre kovetkeztethetiink.
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folytan ugyanis kétszer alkalmazva az (1) egyenlStlenséget, azt kapjuk, hogy
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Meg kell engedniink az egyenlgség fennallasat is, mert ha az z-ek kozt vannak is kiilonbozdk, akkor is el6fordulhatnak
a kéttagl szamtani kozepek szamlaloiban egyenld szamok is és igy a megfelel§ egyenlStlenség helyébe egyenlGség 1ép.
Nem fordulhat el6 azonban mindegyik tortben ez az eset, és igy az elsé és utolsod kifejezés kozt mindig a < jel lesz
érvényes. igy
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Hasonléan kovetkeztethetiink most a 8-tagi, majd a 16, 32-tagu egyenlStlenségre és igy tovabb. Altalaban meg-
mutatjuk, hogy (1)-bdl kovetkezik a 27 tagi egyenlStlenség minden pozitiv egész j-re. A bizonyités teljes indukcioval
torténhet j = 1-re feltevés szerint igaz az allitas. Legyen most j = k és tegyiik fel, hogy j = k — 1-re igazoljuk, hogy
az (1)-bol kovetkezik az
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egyenlStlenség. Vegyiink most 2% szamu abszcisszat. Ekkor (1) és a feltétel szerint
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és itt ismét valahol a < jel lesz az érvényes, vagyis kovetkezik az allitas helyessége k-ra is. Ezzel igazoltuk az allitas
helyességét minden j értékre.

Hatra van azonban még az allitas igazolasa a 2 hatvanyaitol kiilonbo6zs tagszamok esetében. Cauchy francia mate-
matikus egy rendkiviil egyszerd gondolattal fejezte be a bizonyitast: azt mutatta meg, hogy ha valamilyen tagszamra



helyes az egyenlGtlenség, akkor helyes minden kisebb tagszam esetén is. Ez azon milik, hogy a szamtani kézépnek
egyik tulajdonsiga, hogy ezt hozzavéve a mar meglevs szamokhoz. A keletkezd eggyel tobb szam szamtani kbzepe
ugyanaz lesz, mint az eredeti szamoké volt. Valéban ha
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Hasonloan, ha az eredeti szamokhoz még tobb Gjat (pl. m szamut) vesziink hozza, melyek mindegyike z-szel egyenld,
akkor is valtozatlan marad a szdmtani kozép:
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Hogyha k most tetszés szerinti pozitiv egész szam és az x1, T3, ..., T abszcisszak kozt vannak kiilonbozok, a
szamtani kozepiik pedig x, akkor keressiink 2-nek egy k-nal nagyobb hatvanyat, legyen ez 27. Legyen [ = 27 — k. Ekkor
a mondottak és a mar bizonyitott egyenlStlenség szerint
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Ezzel bebizonyitottuk, hogyha egy fliggvényre teljesiil a kéttaga szimmetrikus Jensen-egyenlétlenség, akkor teljesiil
minden k-ra a k tagd szimmetrikus egyenlGtlenség is.



