Vegyiik a és b harmonikus kozepét:

2 2 2ab
TS akh

Lathato, hogy a feladatban a logaritmusok argumentumaként szereplé értékeket kapjuk.

Legyen ¢ egy valos szam, melyre teljesiil, hogy 0 < ¢ < 1. Ekkor az f(x) = log,.(x) fliggvény szigordan monoton
csOkkend, de helyettesitési értéke a ]0, 1] tartoméanyon végig pozitiv marad, hiszen x = 1-re f(z) = f(1) = log.(1) = 0.
Mivel a fliggvény szigortian monoton csokken, ezért ha 21 < xa, akkor f(x1) > f(x2), és egyenlGség csak akkor allhat
fenn, ha x, = .

A nevezetes kozepekre valo Ossszefiiggés szerint két pozitiv szadm mértani kozepe nem kisebb azok harmonikus

2ab
kozepénél. Ez a-ra és b-re a kovetkez6t jelenti: Vab > %. Mivel a és b 1-nél kisebb pozitiv szamok, ez (a fentiek

alapjan) azt jelenti, hogy

log, (Vab) < log, (jibb) és  log, (Vab) < log, ( Qj_bb> .

Mivel (a fentiek alapjan) tudjuk, hogy mind a négy logaritmikus kifejezés értéke pozitiv, felirhatjuk, hogy

log,, (\/%) log,, (\/@) < log, (%) log,, ( 2ab ) .

a+b

Igy tehat elég belatnunk, hogy log, (Vab) log, (Vab) > 1, hiszen ekkor a feladatban szerepl egyenlGtlenség is teljesiil.
Tegyiik fel, hogy log, (\/%) logy, (\/%) > 1. Ekvivalens atalakitasokat hasznalva:

1 1
3 log,, (ab) - 5 logy, (ab) > 1
log, (ab) log;(ab) = 4,
(log, a + log, b)(log, a + log, b) > 4,
(14 log, b)(log, a + 1) > 4,
log, a + 1 4 log, blog, a +log, b > 4,
log,, b + log, a + log, blog, a > 3.
. e . log, a 1 . 1 ) o
Az ismert Osszefiiggés szerint log, a = Tog b = g b’ Ezt felhasznalva az egyenlGtlenség tovabb alakithato:
1
log, b+ +12> 3,
log, b
1 >2
8a log,b = 7’

(log, b)* — 2log, b+ 1> 0,
(log, b—1)* > 0.

Egy valos szam négyzete mindig nemnegativ, igy ez az egyenl6tlenség mindig teljesiil. Egyenl&ség log, b = 1 esetén all
fenn. Ekkor a = b.

Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, igy a feladatban szereplé egyenlétlenség is minden esetben teljesiil, és
egyenléség a = b esetén 4ll fenn.
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