I. megoldas. El6szor belatjuk, hogy a legnagyobb 0sszeg elérhets olyan a,; szamokkal, amelyekre igaz a kovetkezs:
ha a; és a; pozitiv szamok, és ¢ < j, akkor ¢ | 5.

Legyen S egy olyan Osszeg, amelynél van olyan ¢ és j, hogy i1 j, j {4, de a; >0 és a; > 0.

Egy olyan ,cserét” fogunk definialni, ami az .S 6sszeget nem csokkenti. Legyen s;, illetve s; azon aj szdmok &sszege,
melyeknek indexével i, illetve j valodi oszto, vagy valodi tobbszords relacioban all, azaz

S; = Z ak, illetve 55 = Z ak.
k#i

k#j
(ilkVE|i) (jIkVEl5)
Ekkor i1 j és j { ¢ miatt s;,-ben nem szerepel a;, és s;-ben nem szerepel a;.

Legyen s; > s;. Az
S = Zakal
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Osszeget bontsuk harom részre; az els6 részben legyenek azok a kéttényezGs szorzatok, amelyeknek valamely tényezs-

je a;, a mésodikban azok, melyeknek valamely tényezGje a;, mig a harmadik ,maradék” rész alljon azokbdl a szorza-
tokbol, amelyeknek egyik tényezdje sem a; vagy a;, azaz

S =ua;s; +a;s; + Z axay.

~maradék”

Ha most a;-t kicseréljiik a; = a; + aj-re, mig a;-t a} = O-ra, akkor az 6j S’ Gsszegre (mivel a maradék, 4, j-t6l
fiiggetlen rész nem véaltozik)

S§'— S =a;s; +ajsj —aisi —ajsj = (a; + a;)s; — a;s; — a;s; = aj(s; — s5) >0,

tehat az S Osszeget nem csokkentettiik.

Mindaddig, amig van olyan i és j, hogy i { j, j 1 ¢, de a; > 0 és a; > 0, hajtsuk végre a fent definialt cserét. A cserék
nem folytatédhatnak a végtelenségig, mivel a pozitiv ag-k szama minden csere soran 1-gyel csokken; emiatt legfeljebb
2017 lépés utdn nem tudunk tébbet cserélni. Ekkor valéban teljesiil, hogy ha a; és a; 0-t6l kiilonb6z6 szamok, és ¢ < j,
akkor i | j. A tovabbiakban méar csak ezzel az esettel fogunk foglalkozni.

Legyenek a pozitiv a; szdmok indexei névekeds sorrendben i1, 9, . . ., ix. Pozitiv szamok korében ha j valodi tobb-
szorose i-nek, akkor 2 -4 < j. Emiatt az i1,4s, ..., index-sorozatnak legfeljebb 11 tagja lehet, hiszen 1 = 2° < iy;
2 =21 <ip;4=22<isz;...; 1024 = 210 < iy és a 12-edik tag esetén 2018 < 2048 < iy, lenne.

Tizenegy ilyen tag viszont kivalaszthato, ha példaul a 2018-nal kisebb 2-hatvanyokat vessziik; ekkor a pozitiv tagok:
a1,02,04,...,027,...;01024-

Vizsgaljuk meg, hogy 1 < k < 11 darab pozitiv a; tag esetén mekkora a maximalis (k-tol fliggs) S = Sy Osszeg.

Fel fogjuk hasznalni a szamtani és a négyzetes kozép kozotti Osszefiiggést. Ennek alapjan a nemnegativ, 1 6sszegi
¢; szdmokras:

i <

1 e4e+...4c, \/cf—l—c%—i—...—i—c%

)

n n n

innen rendezéssel adodik: .
- §c§+c§+...+ci

SR

(és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha ¢ =co=...=¢, =

)

S = iy Gy + A4, Qjg + ...+ Q4 Q4 =

B (ail+ai2+ai3+...+aik)2—(afl—i—afz—i—afs—i—...—i—afk)

2
:1—(a?1+a?2+af3+...+a§k) - 1-1
2 < —

Mivel nyilvan Sy < Sk11, akkor kapjuk a lehets legnagyobb S-et, ha a lehetd legtobb, azaz pontosan 11 pozitiv a;
tagunk van. Ekkor

1-4% 5
S=8%<—L ==
= 11
és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha mind a 11 pozitiv a,; tagra a; = i
.. 5 1
Osszegezve: S maximuma 11 és ez meg is valésithato, ha a; =as =a4 = ... =agn = ... = ayp24 = I

Molndr Bdlint (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan



II. megoldas. Soroljuk az 1,2,3,...,2017,2018 szamokat a Hy, H1, ..., Hig csoportokba aszerint, hogy multipli-
citassal szamolva hany primosztojuk van. Az 1 keriiljon Hy-ba, a primszamok Hi-be, a primszamok négyzetei, és azok
a szamok, amelyek két kiilonbozé prim szorzataként allnak el keriiljenek Ha-be és igy tovabb. (Példaul 24 = 23 - 3!
a Hy-be keriil, és ha egy n Osszetett szam primfelbontésa n = plfl -p§2 Ca -pfl, akkor az a Hg, +ky+...+k, csoportba
keriil, mig az utols6 csoport: Hig = {2'%;2° - 3} = {1024;1536}.)

A csoportok szama valoban 11 lesz, mert 21 = 2048 > 2018 miatt nincs olyan szamunk, melynél a (multiplicitassal
szamolt) primosztok szama 10-nél tobb.

Ha az i # j szamokra i | j, akkor i és j mas-méas csoportba keriilnek, hiszen i-nek (multiplicitassal szamolva)
kevesebb primosztoja van, mint j-nek.

Legyen 0 <4 < 10 esetén b; = Z a;. (Példaul by = a1, by = ag+az+as+ar+...+ag17, mig bip = a1024 +a1536.)

j€H,;

Tekintsiik a ’

B= Y bybi = bob + boba + bobs + - . + bobio
0<k<i<10

Osszeget. Legyen i € Hy; j € Hy; i # j; i | j. Ekkor a kéttényezss a;a; szorzat a biby = (... +a; +...)(... +a; +...)
zaréjel-felbontott alakjanak valamely tagja. Emiatt

S b (b0+b1+...+b10)2—(b%—kb%—i—...—i—bfo).

S<B=
- 2

0<k<I<10

Erre az osszegre (az el6z6 megoldasban leirt médon) adodik:

2
S<(b0+b1+...+blo) —(b3+b§+...+b§0)<1—ﬁ '
= 2 =2 11

5 1
Masfeldl az S = 11 eléerhet6 az a1 = as =a4 =ag = ... =aon = ... = Q1024 = 11 valasztéassal.

Jedlovszky Pdl (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) és
Szabé Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Jedlovszky Pal a masodik megoldéssal ekvivalens sajat megoldasaban az ott definialt Hy, Hy, ..., Hig
halmazokat ugy vette fel, hogy Ho = {1}; H1 = {2;3}; Ho = {4;5;6;7}; ...; Hio = {1024;1025;...;2018} legyen,
mig Téth Baldzs (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) egy 2018 cstcsi (1-2018-ig cimkeézett)
graf csdcsait szinezte meg 11 szinnel aszerint, hogy a megfelel6 cimke-szamoknak (multiplicitassal szamolva) hany
primosztdja van.



