Legyen a kocka ABCDA'B'C’'D’, aminek ABCD és A'B'C’'D’ két parhuzamos lapja, tovabbéa az altalanossig
megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy térfogata egységnyi. Tegyiik fel tovabba, hogy a kockat a A, A, Az, Ay és
A5 tetraéderekre daraboltuk. Az ABCD és A'B'C'D’ négyzetlapokat a tetraéderek haromszdglapjai lefedik, emiatt
mindkettore legalabb két-két lap illeszkedik, tovabba mivel ABCD és A’B'C’D’ parhuzamosak, igy barmely tetra-
édernek legfeljebb az egyikre illeszkedhet lapja. Kovetkezésképpen két eset lehetséges: az ABCD és A'B'C'D’ egyikét
pontosan ketts, masikit pontosan harom haromszoglap fedi, vagy mindkett6t pontosan ketté haromszoglap fedi.

Tegyiik fel, hogy A; és Ay egy-egy lapja egyiittesen lefedi ABCD-t. Nevezziik ezeket az ABC D-re illeszkedd
lapokat rendre Li-nek és Lo-nek, az ezekhez tartozdé magassagokat pedig rendre mi-nek és mo-nek. Vilagos, hogy
L; és Lo teriileteinek Osszegére T(L1) + T'(L2) = 1, valamint my < 1 és mg < 1 teljesiil. Ebb6l megbecsiilhetjiik
térfogataik Osszegét:

Teljesen hasonléan megmutathatd, hogy ha hérom tetraéder lapjai fedik ABC D-t, akkor a harom tetraéder térfoga-

tanak osszege szintén legfeljebb 3 és ugyanezen megallapitasok érvényesek az A'B'C’'D’ lapra is.

Ezen térfogatbecslések alapjan nem fordulhat el az az eset, amikor az ABCD és A'B'C' D’ egyikét pontosan kettd,
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masikat pontosan harom haromszoglap fedi, hiszen ekkor az 6t tetraéder térfogatanak 6sszege legfeljebb 3 + 33 <1

lenne. Vagyis (esetleges atindexelés utan) feltehetjiik, hogy A; és Ay lapjai egyiittesen lefedik ABCD-t, és Az és Ay
lapjai egyiittesen lefedik A’ B’C’D’-t. Ismét a térfogatbecslések miatt

V(A +V(A2) <5 és V(Az) +V(Ay) <
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igy viszont V(As) > 3

Vilagos, hogy ABCD és A’B'C'D’ helyett barmely parhuzamos lapparra miikddik az érvelésiink, azaz barmely
négyzetlapjat a kockanak pontosan két tetraéder egy-egy haromszoglapja fedi. Tovabba ha feltessziik, hogy valamely

lap fedésében Aj is részt vesz, mondjuk A; parjaként, akkor a térfogatbecslés miatt V(Aj) + V(4;) < 3 ami
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ellentmond V(A5) > 3 kovetkeztetésiinknek. Kaptuk tehat, hogy As-nek nincs k6zos lapsikja a kockaval, a Aq, Ag,

As, Ay tetraéderek mindegyikének pedig pontosan hérom (mind a hérom parhuzamos lapparbol egy-egy).

Vizsgaljuk most Aj-et. Egy négyzetet pontosan két haromszogre csak egy atlojaval vaghatunk, ebbdl kovetkezGen
A1-nek a kocka lapjaira illeszked6 harom lapja egy-egy egységnyi befogdju egyenlGszara derékszogi haromszog. Mivel
ezeknek a lapoknak paronként van egy-egy kozos éliik, igy Ap sziikségképpen egy ,saroktetraéder”, azaz egy olyan
tetraéder, amelynek négy cstcsa a kocka egy csticsabodl kiindulé harom élének négy végpontja. Ugyanezen érvelés
helyes Ao, Ag és Ay esetén is.

Vegiil vilagos, hogy As-nek Ay, As, As, Ay mindegyikével egy-egy V2 oldalhosszisagu szabalyos haromszog a
kozos lapja, vagyis As egy V2 élhosszisagu szabalyos tetraéder.

Jol ismert és az dbra alapjan konnyen lathato, hogy egy kocka valéban felbonthaté 5 tetraéderre. Ezzel az allitast
belattuk.



