Ha p = 2, akkor a p hosszusagu, egész koordinataju vektorok kizarolag a (£p,0,0), (0,%p,0), (0,0, +p) vektorok
lehetnek, amibdl pontosan hat db van. A tovabbiakban feltessziik tehét, hogy p > 3. Figyeljiik meg, hogy ha valamelyik
v; vektor mindharom koordindtdja p-vel oszthato, akkor a feladatbeli feltétel szerint valamely 0 < ¢ < p esetén
a v; — £ - v vektor mindhdrom koordinataja oszthaté p-vel. Ekkor azonban az ¢ - vj vektornak, kovetkezésképp
a v vektornak is mindharom koordinataja oszthat6é p-vel, tehat a vi,...,v, vektorok mindegyikére ugyanez igaz.
Tekintettel arra, hogy a p hosszisagu, p-vel oszthatod egész koordinataju vektorok csupan hatfélék lehetnek (konkrétan
(£p,0,0), (0,%p,0), (0,0,+£p)), ezért feltehetjiik, hogy a v; vektorok egyikének sem oszthaté mindharom koordinatéja
p-vel.

A feladatbeli feltétel miatt tetszbleges 1 < j < k < n esetén létezik olyan p 1 £ egész, amelyre az u = (v; —£-vy)/p
vektor mindharom koordinataja egész. Ekkor (az x és y vektorok skalaris szorzatat (x,y)-nal jelolve)

Vil = (vi,vi) = (p-u+l-vi,p-utl-vy) =
=p*- (w,u) +2pl- (u,vy) + 2 (Vi, Vi) =
=p* [u]? +2pl - (w,vi) + £ [vi [,
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—2pl- (u,v) =p° - [ul” + 0 |vi|” = [v;|" =p* Ju" + 2 p* — p* =p*(lu|" + £ - 1).

Mivel p > 2 és |u|® = (u, u) egész, ezért a fenti egyenlség bal oldala is p? tébbszordse, tehat p | (u, vy ). Ekkor

(vi,vi) = (p-u+L-vi,vg) =p(u,vg) + (v, Vi) =
2
= p(u,vie) + £ [vi” = p(u, vi) + £ - p?,
igy p | (u,vi) okén p* | (v;,vi). Azonban |(v;,vi)| < |v;| - |vi| = p* miatt (v;, Vi) csak +p® vagy 0 lehet. Ezért ha
v; és vi nem parhuzamosak, akkor bizonyosan merélegesek egymaésra.
Azt kaptuk tehét, hogy a vi,va,..., v, vektorok meghatarozta irdnyok paronként merdélegesek, ezért legfeljebb
harom ilyen iradny lehetséges. Minthogy az azonos irdnyt meghatarozé vektorok egymaés ellentettjei, ezért minden

irdnyt legfeljebb két vektor hataroz meg, innen pedig kozvetleniil adédik a bizonyitandd n < 6 allitas.
|

Megjegyzés. Ha p = k? + k + 1 valamely k pozitiv egészre, akkor megadhato hat olyan vektor, amelyek teljesitik
a feladatbeli kovetelményeket, és egyikiik sem parhuzamos a koordinatatengelyekkel. Kénnyd ellendrizni, hogy példaul
a (k. k + 1,k(k + 1)),
(k+1,—k(k+1),k), illetve (— k(k + 1), —k, k + 1) ilyen vektorharmast alkot.

Altaldnossidgban az igaz, hogy a 2 és az 5 kivételével minden p primre létezik hat vektor a fenti tulajdonsaggal.
A részletekért 1d. az A. 744., ehavi szamunkban kitiizott feladatot.



