
I. megoldás. El®ször a következ® segédtételt igazoljuk: minden x > 1 valós számra
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ahol egyenl®ség 
sak x = 1 esetén teljesülhet. Ennélfogva f(x) pozitív x-ekre szigorúan monoton n®, így minden x > 1
esetén

f(x) > f(1) = 0, azaz
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amivel az állításunkat igazoltuk.

Mivel minden 1 ≤ k egész szám esetén
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összeg teleszkopikusan ln n-nel egyenl®, vagyis
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minden n > 1 egész esetén, ami éppen a feladat állítása.
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II. megoldás. Az n szerinti induk
ióval bizonyítunk; ha n = 2, akkor ln 2 +

√
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2
<
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2 teljesülése közvetlen

számolással ellen®rizhet®. Az induk
iós lépésben megmutatjuk, hogy n−1-r®l n-re lépve a bizonyítandó egyenl®tlenség

bal oldala kevesebbel n®, mint a jobb oldal, vagyis
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A fenti egyenl®tlenség azonos átalakításával és az x =

√

n

n− 1
jelölést bevezetve:
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Az utóbbi egyenl®tlenség igazolásához elegend® megmutatni, hogy a g(x) = x−
1

x
− 2 ln x függvény deriváltja pozitív,

ha x > 1. Valóban: g(1) = 0, és minden x > 1-re
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