I. megoldas. El6szor a kovetkezs segédtételt igazoljuk: minden x > 1 valés szamra

1
In a:—|—\/j<\/5.
x

Bizonyitas: Ha = > 0, akkor az
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1 n 1 1 1
2Vr  2x3  x 2y/x3 2vVa3

ahol egyenl@ség csak x = 1 esetén teljesiilhet. Ennélfogva f(x) pozitiv a-ekre szigorian monoton ng, igy minden x > 1
esetén

f'(x)

(r4+1-2vz) = (VT -1)* >0,

f(x)> f(1)=0, azaz ﬁ—\/g—ln x>0,

amivel az allitasunkat igazoltuk.

Mivel minden 1 < k egész szam esetén

> 1, a most belatott segédtétel alapjan
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Osszeg teleszkopikusan In n-nel egyenld, vagyis
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minden n > 1 egész esetén, ami éppen a feladat allitasa.
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II. megoldas. Az n szerinti indukcioval bizonyitunk; ha n = 2, akkor In 2 + \/; < V2 teljesiilése kozvetlen

szamolassal ellendrizhetS. Az indukcios 1épésben megmutatjuk, hogy n — 1-r6l n-re 1épve a bizonyitandé egyenlGtlenség
bal oldala kevesebbel ng, mint a jobb oldal, vagyis
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A fenti egyenlStlenség azonos atalakitasaval és az x = 4 | 1 jelolést bevezetve:
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Az utobbi egyenlétlenség igazolasahoz elegendd megmutatni, hogy a g(x) = x — — — 21n z fiiggvény derivaltja pozitiv,
x

ha > 1. Valoban: g(1) = 0, és minden z > 1-re
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