I. megoldas. Ha képzeletben vékony, egyre névekvs torésmutatoju atlatszo planparalel (két parhuzamos sikkal
hatarolt) lemezeket helyeziink egymasra, és rajtuk keresztiil egy vékony fénysugar halad (1. dbra), akkor a Snelius—
Descartes-torvény szerint
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(1) nisina; = nosinag = ngsinag = ... = allando,

tehat a beesési sz0g szinusza és az abszolut torésmutato szorzata a helytdl fiiggetleniil allando. A folyamatosan véltozd
torésmutatoji kozegre is érvényes ez az Osszefiiggés, hiszen a kozeget tekinthetjiik gy, mintha vékony planparalel
lemezekbdl épiilne fel.
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1. dbra

Helyezziik a koordinata-rendszer origdjat a fénysugar kiindulasi pontjahoz. A feladat szévege szerint a z tengely
irdnyara merdlegesen, az x tengely iranyaban inditjuk a vékony fénysugarat (2. dbra). Az origoban (a parabola csics-

pontjaban) a beesési szog 90°-os, igy az (1)-ben szerepls allando ng. A torésmutatéd egy tetsz6leges z koordinataval
megadott P pontban
n(z) =

ahol a(z) a parabola P pontbeli érintGjének a z tengellyel bezart szoge (vagyis az elgorbiils fénysugar ottani ,,beesési
szoge”). Azt is tudjuk, hogy z = h-nal a térésmutaté v2ng, vagyis ezen a helyen sin (k) = 1/v/2, tehat a(h) = 45°.
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2. dbra

A parabola ismert tulajdonsaga, hogy az érintGje felezi azt a szoget, amelyet az érintési pontbodl a vezéregyenesre
emelt merdleges és az érintési pontbol a fokusz felé inditott félegyenes bezar (lasd pl. Reiman Istvin Matematika,
Typotex (2014), https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011-0001-526_
reimann_matematika/ch17s04.html). (A parabola ezen tulajdonsiga tesz lehet6vé szamos miiszaki alkalmazast, pl.
a parabolatiikrok, fényszorok és antennak miikodését.)

Alkalmazzuk az érinté irdnyara vonatkozo ismeretet a parabola z = h ;magasan” 1évé A pontjara, ebbdl megkapjuk,
hogy az F' fékuszpont, valamint a vezéregyenes a csicsponttél h tavolsagra van, és a parabola egyenlete:

(2) z(x) = r azaz x(z) = Vahz.
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3. dbra



Hatarozzuk meg a fénysugar parabola palyajanak tetszéleges P pontjaban az érints és az x tengely ¢ = 90° — «
szOgeét (3. dbra), majd annak ismeretében olvassuk le a torésmutatd n(z) fliggvényének alakjat. A P pont az z ten-
gelyt6l z, a vezéregyenestdl h + z tavol van, igy a fékuszponttdl mért tévolsaga is h + z. Masrészt FQQ = h — z,

tehat
h — 1 2 h
cos(2g0)=h+z, igy coscp:\/ +C;S( (p):\/h—kz’
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a keresett torésmutat6 pedig

II. megoldas. A fény terjedését valtozo torésmutatojiu kdzegben nemcesak a sok-sok vékony rétegre felirt Snelius—
Descartes-torvénnyel, hanem a Fermat-elv segitségével is le lehet irni. Ez utobbi azt allitja, hogy helyr6l helyre valtozo
n(r) torésmutato esetén egy vékony fénysugar ,mozgasa” olyan palya mentén megy végbe, amelyre az adott kezds- és
végpont kozotti terjedés ideje, vagyis a

integral értéke a lehets legkisebb. (Az integréalas a palyagorbe s-sel jelolt ivhossza szerint torténik.)

A szokasos kérdésfeltevés az, hogy adott moédon véltozd térésmutatéhoz milyen ,fénypalyagorbe” tartozik. Jelen
esetben azonban a megforditott kérdésre keressiik a véalaszt: Milyen médon valtozo torésmutatd eredményez egy meg-
adott palya (parabolaiv) mentén torténd fényterjedést?

Hasonl6 minimumelv a klasszikus mechanikai mozgasokra is megfogalmazhato (lasd pl. Solt Gydrgy: Varidcids
elvek a klasszikus €s kvantumfizikdban c. cikket lapunk 490. oldalan. — a Szerk.). A Maupertuis-elv szerint egy adott
Osszenergiaju, pontszeri test a tér két adott pontja kozott olyan palyan mozog, amelyre a

W = /v(r)ds

integral minimalis, ahol v(7) a test sebességének — altalaban helyrdl helyre valtozo — nagysaga. Ebben az esetben
is az a szokasos kérdés, hogy adott modon valtozd (példaul az energiamegmaradas tételébdl kiszamithatd) sebesség-
nagysag esetén milyen a palyagorbe alakja, de itt is feltehetd a megforditott kérdés: Milyen mddon valtozzon a test
sebességének nagysaga, hogy a mozgas palyagorbéje adott alakt (mondjuk parabolaiv) legyen? Természetes modon
kinalkozik az a gondolat, hogy a Fermat-elv és a Maupertuis-elv koézotti hasonlosagot kihasznaljuk. Ha ismerjiik az
egyik (a mechanikai) probléma megoldasat, abbdl kévetkeztethetiink a masik (az optikai) feladat megoldédsara. Jelen
esetben az x tengely mentén elindulé és csak a z koordinatatol fiiggs n(z) torésmutatoji kozegben haladé fénysugarnak
egy olyan mechanikai mozgas felel meg, amelyben a kezdésebesség (egy alkalmasan valasztott koordinata-rendszerben)
vizszintes iranyu, és a sebesség nagysaga csak a méasik koordinatatol (z-t6l) fiigg (tehat a test fliggsleges iranyu ers-
térben mozog). Tudjuk, hogy a mozgas palyagorbéje akkor lesz parabola, ha az erStér homogén, vagyis a vizszintes
hajitas jol ismert esetével van dolgunk.

Egy vy kezdGsebességgel eldobott test sebességének nagysaga (fiiggSlegesen lefelé iranyitott z tengely mellett)

v(z) = \/vd + 292 . Az analog optikai feladat megoldésa eszerint n(z) = ¢11/1 + c2z, ahol ¢; és ¢o alkalmasan vélasztott

allandok. Mivel ismerjiik, hogy n(0) = ng és n(h) = v/2ng, ezekbdl ¢; = ng és ca = 1/h kovetkezik, vagyis a torésmutatd

z-fiiggése:
z
n(z) = noy/1+ 7
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