I. megoldas. A hosszu ideje lobogd vizbe meriils golyo belsejében a hdmérséklet mindenhol 73 = 100 °C-os. Amikor
a golyot a T = 0 °C-os, jeges vizbe tessziik, akkor annak kiils§ része kezd el el6szor lehiilni, majd ez a ,hidegfront”
halad fokozatosan a goly6 belseje felé. A hdszigetel6 edénybe helyezve a golyd bels energidja mar nem valtozik
tovabb, csak annyi torténik, hogy a h6mérséklet a belsejében kiegyenlit6dik. Vajon mekkora tipikus ¢ mélységig hatol
be a hidegfront a golyoéba 30 masodperc alatt? Elképzelhets, hogy csak a golyo legkiilss, vékony ,kérge” hil le a jeges
vizben, de az is, hogy szinte az egész golyo lehiil, csak a kozepe tajan marad meleg (4. dbra).
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A golyo belseje és a jeges vizzel érintkez (0 °C-os) feliilete kozotti hovezetést a Fourier-torvény irja le, amely
analog a fémek elektromos vezetését leir6 Ohm-térvénnyel (5. dbra). Mig egy allandé A keresztmetszet, Az hosszi-
sagu egyenes vezetékben folyo elektromos aram (I) a vezeték végei kozotti AU potencialkiilonbséggel aranyos, addig
ugyanezen vezetékben terjed§ h6aram (Ig) a AT hémeérséklet-kiilonbséggel aranyos:

1 AU AT

ahol 1/ a vezeték anyaganak elektromos vezetSképessége (a fajlagos ellenallas reciproka), A pedig a hévezetési tényezd.
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5. dbra

Sajnos goly6 (gombgeometria) esetén a Fourier-torvény matematikai alakja a fentinél bonyolultabb. Tovabbi ne-
hézség, hogy a feladatban a hémérsékleteloszlas nem &dllandéd (nem stacionarius), hanem a héaram hatasara idében
valtozik. Ilyen koriilmények kozott reménytelen a feladatra matematikailag egzakt valaszt adni. Megprobalhatjuk azon-
ban dimenzionalis megfontolasokkal kitalalni, hogy hogyan fiigg a hidegfront ¢ behatolasi mélysége az idGtol.

Els6 lépésként vizsgédljuk meg, milyen mennyiségektdl fiigghet €. Természetesen fligg az id6t6l, ezen kiviil fligg még
a golyd A hévezetési tényezGjétsl (rossz hévezetd esetén £ lassabban novekszik), az tiveg o strtiségeétol és ¢ fajhsjetsl.
A goly6é R sugara is fontos paraméter lehet, de ha ¢ < R (azaz a jeges vizbe merités ideje viszonylag révid), akkor
a hidegfront terjedésére lényegében nincs hatédssal a golyo véges mérete. Mi a helyzet a golyd kozepe és a feliilete k6zotti
hémeérséklet-kiilonbséggel? A Fourier-torvény szerint kétszer akkora hémérséklet-kiilonbséghez kétszer akkora hGaram
tartozik, de ekkor a golyd egyes rétegeinek lehitéséhez sziikséges héelvonas is megkétszerezddik. Tehat a hidegfront
idébeli terjedését nem, csupén a ,magassagat”’ befolyasolja AT = T; — Ty értéke.

Keressiik tehéat a £ behatolasi mélységet a kovetkezd alakban:

£~ X,

ahol «, 8, v és § dimenzidtlan konstans kitevGk. A jobb oldalon all6 mennyiségek mértékegységei:
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Ezekbdl csak egyféleképpen ,keverhetiink ki’ méter dimenzi6ji mennyiséget:

Egy dimenzidtlan faktor erejéig most mar ismerjiik a £(t) fiiggvényt, de vajon mi az ardnyossagi tényez6? Nem tudjuk,
de varhatoan egységnyi nagysagrendt, és mivel becslésrdl volt sz, vegyiik 1-nek! A megadott adatok alapjan tehat
t = 30 s alatt a ,hidegfront” behatolasi mélysége:



ami majdnem egy nagysagrenddel kisebb a golyé R = 30 mm-es sugaranal. El6zetes feltevésiink, mely szerint & sokkal
kisebb R-nél, utélag beigazolédott.

A T, egyensilyi h6mérsékletet becsiiljiik gy, hogy a £ vastagsidgt kéreg hémérséklete To = 0 °C, azon beliil pedig
T1 = 100 °C. A hoémérséklet kiegyenlitGdését kifejezs egyenlet:
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Sm(R - 6Ty + gw[}# ~(R—¢€)°|T» = 37TR3TOO,
amibdl £ < R felhasznalasaval (csak a €-ben els6foku tagokat tartva meg) megkapjuk a goly6 egyensilyi h6mérsékletét:
3
Too ~ Tl — Eg(Tl — Tz) ~ 63 °C.

Mivel becslésr6l van sz6, ezért az eredmény masodik értékes jegyét nem szabad nagyon komolyan venniink.

II. megoldas. Hasznéljuk a Fourier-torvényt, és kozelitsiik a hémérsékletprofilt a 6. dbra bal oldalan lathato,
szakaszonként lineéris fiiggvénnyel! (Konnyen belathato, hogy egy ilyen hémérsékletprofil késébb nem marad szaka-
szonkeént linearis, de ez a becslésiink érvényességét nem befolyéasolja majd.)
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6. dbra

A varhatéan kis £ behatolasi mélység miatt a problémat kezelhetjiik egydimenziosként (azaz golyod helyett egy
végtelen féltér esetét vizsgaljuk). Tegyiik fel, hogy ¢ id6 utén a ,lineéris hidegfront” szélessége £. Ekkor a golyo belsejébdl
a jeges vizbe dtmens hGaram nagysaga (teljesitmény):

T — T
(4) I = MA= z z.
Ez a kidramlo teljesitmény okozza At id6 alatt a hidegfront A szélesedését (6. dbra jobb oldala):
T, + T T+ T
IoAt = coA |TYAE + = : 2¢ —CQA%(@FA@,

ahol a behatolasi mélységnek megfelel rész energidjat a szélein mért hémeérsékletek atlaganak segitségével fejeztiik ki.

Ebbdl rendezés utan adodik:
Ty — Ty Ag

2 At
A hoaramokra kapott (4) és (5) Osszefiiggéseket egyenlévé téve kapjuk:

(5) Ig =coA

ene= 2
co

Osszegezziik fel ennek az egyenletnek mindkét oldalat! Ekkor a jobb oldalon a vizbe merités ¢ ideje, a bal oldalon

Tehét a ,lineéris hidegfront” behatolasi mélysége az id¢ fliggvényében:

A

ami egy 2-es faktor erejéig egyezik a dimenzidanalizis eredményével.
A hoémérséklet kiegyenlitédéset kifejezs egyenlet (£ < R kozelitésben):
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Too ~ Tl — E(Tl — Tg)

Végiil a szakaszosan linedris h6mérsékletprofilra levezetett & behatoldsi mélységet felhasznalva kapjuk a becslés végsé
formulajat:
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Az adatokat behelyettesitve T, =~ 63 °C egyenstulyi h6mérséklet adodik, egyezésben a dimenzidanalizissel kapott
értékkel.

(Ty — T).



