Megoldas. Legyen x = 1 o 1. Bizonyitani fogjuk a megoldas soran, hogy tetszéleges a, b egészekre aob=a-b- x.

Ehhez el6szor be fogjuk latni, hogy a mivelet kommutativ, azaz: aob = boa. Mivel 000 =00(04+0) =000+000,
ezért mindkét oldalbol elvéve 0 o 0-t, rogton adodik, hogy 000 = 0.

Kovetkezs 1épésként kiszamitjuk 0 o a értékét:

0oa=00(a+0)=a00+000=a00=ao(0+0)=00a+00a,
azaz 0oa=0o0a+ 0oa, igy 0 oa = 0. Ebb6l mar kovetkezik a o miivelet kommutativitasa is:
aob=ao(b+0)=boa+00a="boa.

Ezutan igazoljuk, hogy 1 0b = b - x. Teljes indukcioét alkalmazunk b-re. Elgszor tekintsiik a b > 0 esetet. Ekkor
b =1 esetén igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy b = k esetén is igaz, és lassuk be b = k + 1-re. (k + 1)-re az allitas:

lo(k+1)=kol4+lol=1lok+lol=k-z+ax=(k+1) =z

Tehat 1 0b = b - x tetsz6leges 1-nél nagyobb b-re.
Most ugyanezt igazoljuk a nem pozitiv egészekre is. b = 1-t6] kezdiink itt is, és feltessziik, hogy az allitas teljesiil
b = k-ra. Ekkor (k — 1)-re:

lo(k—=1)=kol+(-1)ol=1lok+(-1)ol=k-z+(-1)o1,

vagyis azt kellene még bebizonyitani, hogy (—1)o1 = —x. Ehhez induljunk ki 101 = 2 -b8l. 1o(1—1) = lol+(—1)ol =
x+(—1)o1, viszont 1 —1 =0, tehat 2 + (—1)o1 =100=0, ezzel (—1) o1 = —z. A fentiek alapjan az lob=">b-zx
allitas tetszGleges b egészre teljesiil.

Végiil hasznaljunk az eredeti allitas igazolasahoz is teljes indukciot. Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor a > 0.
Ekkor a = 1 esetén igaz az allitas, mert 1ob=1-b-x. Tegyiik fel, hogy a = k-ra igaz, ekkor a = k + 1-re felirva:

(k+1)ob=bo(k+1)=kob+1lob=k-b-z+b-z=(k+1)-b-x.
Tehat aob=a-b-z, haa > 0.
Nézziik ezutan az a < 0 esetet — ekkor a teljes indukcio az ellenkezd irdnyban torténik. A kiindulas itt is a = 1,
amire igaz az allitas. Feltéve, hogy a = k-ra igaz, a = k — 1-re felirva:
(k—=1)ob=bo(k—1)=kob+(-1)ob=k-b-z+(-1)0b,
vagyis azt kellene belatni, hogy (—1)ob= —b-z. Az 1ob=b-z bdl kiindulva
(I1-1)ob=bo(l—=1)=1ob+(-1)ob=b-x+(—-1)o0b,
de mivel 1 =1 =0, azért b-x+ (—1) ob=>b00 =0, tehat (—1) o b = —b - z. Ezzel valéban
(k—1ob=k-b-z+(-1)ob=k-b-a—b-xa=(k—-1)-b-z.

Tehat a ob=a-b-x minden a egész szam esetén teljesiil.



