Megjegyzés. A megoldashoz vezets alabbi Gtletre sokan rajottek. Ha igaz az allitas, akkor annak gy is teljesiilnie kell, ha az
adott egyenesek mindegyike ugyanazon az O ponton halad at, és ugyanez a metszéspont van 2n multiplicitdssal megadva. Ha
ekkor egy O-t0l kiilonb6z6 P pont rendelkezik a kivant tulajdonsaggal, akkor az O P félegyenes barmely pontja ilyen tulajdonsagi.
Marpedig, ha ,kellsen messzir6l” néziink ra a sikra, akkor az egyenesek és a pontok ,nagyon kozel” lesznek ehhez az allapothoz.
Az utolso otlet pedig az, hogy ha nagyon sok egyenes van adva, és azok egy szabélyos 6n oldalt sokszog atmeérsi, akkor P-nek
az egyenesektSl meért Ossztavolsaga ,nagyjabol” aranyos lesz az OP tavolsaggal. Tehat ha az allitas igaz, akkor annak méar egy
véletleniil valasztott P pontra is pozitiv valosziniséggel kell teljesiilnie. Ezeket a gondolatokat bontjuk ki az alabbi megoldasban.

Megoldas. Valasszunk egy olyan k kort a sikon, amibél a 3n egyenes mindegyike olyan hart metsz ki, amihez

1
legalabb (1 — —)7r nagysagu kozépponti szog tartozik. Konnyen lathato, hogy létezik ilyen kor: valasszuk a k kor

10n
O kozéppontjat tetszélegesen, sugara pedig
10n —1
r=d - cos ((207”) 7r>
legyen, ahol d az adott egyeneseknek az O-t6l mért tavolsagai koziil a legnagyobb.
Ha H egy, a k korbe irt szabalyos hatszog és e a megadott egyenesek egyike, akkor azt mondjuk, hogy H jo e-hez,
ha H-nak 3 — 3 cstcsa esik e mindkét partjara, azaz e a H két atellenes oldalat metszi. A k valasztasa folytan az olyan

szabéalyos hatszogek csicsai, amik nem jok e-hez a k kornek hat ivét alkotjik, és mindegyik ivhez legfeljebb % nagy-
n

sagu kozépponti szog tartozik. Mivel 6 - 3n ilyen iv nem fedheti a k kort, ezért talalhaté olyan k-ba irt Py Po P3Py Ps Py
szabalyos hatszog, ami a megadott 3n egyenes mindegyikéhez jo. S6t, még az is feltehets, hogy a 3n egyenes egyike
sem merdéleges a Py P> P3Py Ps Py hatszog egyetlen oldalara sem.

Azt allitjuk, hogy a Py, P, P3, Py, Ps, Ps pontok valamelyike rendelkezik a feladatban leirt tulajdonsaggal. Ehhez
elegend6 megmutatni, hogy e hat pontnak a 2n megadott ponttol vett tavolsagosszege tobb, mint a 3n egyenestdl vett
tavolsagosszege, hiszen ekkor nem lehetséges hogy mindegyik P;-nek a pontoktél mért tavolsagosszege legalabb akkora
legyen, mint az egyenesektdl valo. Legyen tehat X a megadott pontok valamelyike. A haromszog-egyenlGtlenség miatt

|P1X| + |P4X| > |P1P4| = 2r,

hisz P és P, az r sugart k kor atellenes pontjai. Hasonlé okbol

|P2X|—|—|P5X|Z|P2P5|:2T és |P3X|+|P6X|Z|P3P6|:2T,

tehat

|PLX| + |P2X |+ |PsX| + |PuX| + |Ps X | + |Ps X| > 6r.

A megadott pontok mindegyikére Gsszeadva a fenti becslést azt kapjuk, a P; pontoknak a 2n megadott ponttol vett
tavolsagosszege legalabb 12rn. A bizonyitas befejezéséhez az alabbiakban azt igazoljuk, hogy a P; pontoknak az
egyenesektdl mért tavolsagosszege kisebb 12rn-nél.

Legyen e a megadott 3n egyenes valamelyike. Feltehetjiik, hogy e a P, Ps és P3P, oldalakat metszi, azaz e egyik
partjan a P;, P> és Ps, mig a masikon a Py, P5 és P pontok vannak. Vilagos, hogy a P; és Ps pontoknak az e egyenestél
mért tavolsagainak Osszege megegyezik a P Pg szakasznak egy e-re meréleges f egyenesre vett mer6leges vetiiletének
hosszaval.

Hasonléan, a P, és Ps, illetve a P53 és Py pontok e-t6l mért tavolsagosszege a m, illetve a P; P, szakaszok f-re vett
merGleges vetiiletének hossza. Marpedig a meréleges vetiilet hossza sosem nagyobb a vetitett szakaszénal, jelen esetben
pedig szigoruan kisebb anndl, ugyanis a hatszoget ugy valasztottuk, hogy P; Ps nem meréleges e-re. Tehat a kérdéses
tavolsagosszeg szigortan kisebb, mint e harom szakasz Gsszhossza, azaz |PyFPs| + |PaPs| + |PsPs| = 7+ 2r + 1 = 4r,
hiszen a szabalyos hatszog oldalhossza megegyezik a koré irt kor sugaraval, mig az atellenes csticsokat 0sszek6té hur
a k kor atmérGje.




Azt kaptuk, hogy a P;-knek a megadott 3n egyenestdl a tavolsagosszege kisebb, mint 3n - 4r = 12rn. Nekiink pedig
pontosan ezt kellett bizonyitanunk. [

Megjegyzés. A feladatbelinél erdsebb allitas is igaz. Ha nem csak egy szabalyos hatszog csicsaival dolgozunk, hanem egy
megfelel6en nagy k koron egyenletes eloszlassal valasztott véletlen pontra szamitjuk ki a kérdéses tavolsagosszegek varhato
értékeit (ehhez a k kor mentén kell integralni), akkor az is konnyen igazolhato, hogy tetszGleges n pont és k egyenes esetén, ahol

k< g - n, mindig létezik olyan P pont a sikon, hogy P-nek a pontoktdl vett tavolsdgosszege legalabb akkora, mint P-nek az

egyenesektsl mért tavolsagainak Osszege.



