Megoldas. Azt allitjuk, hogy pontosan akkor léteznek a kivant a; és b; szamok, ha n és k relativ primek. Ehhez
elssként igazoljuk, hogy az allitas elégséges. Tegyiik fel tehat, hogy (n,k) = 1. Legyen 1 <i < n és 1 < j < k esetén
a; = ik + 1, illetve b; = jn + 1. Az a;b; = ijnk + ik + jn + 1 szam n-nel osztva ik + 1, k-val osztva pedig jn + 1
maradékot ad. Az n és k relativ prim volta miatt 1 < i < n esetén az ik + 1 szamok paronként kiilonb6z6 maradékot
adnak n-nel osztva, 1 < j < k esetén pedig a jn + 1 szdmok paronként kiilonb6z6 maradékot adnak k-val osztva. Ha
ugyanis mondjuk ik + 1 és i’k + 1 ugyanazt a maradékot adjak n-nel osztva, akkor n | ik + 1 — (i'k + 1) = (i — i')k,
ahonnan n | (i — i') kdvetkezik, hiszen n-nek és k-nak nincs kozos primosztoja. Ez utobbi oszthatosdg és 1 < i,i’ <n
miatt i = i’.

Azt kaptuk tehat, hogy barhogyan is vesziink két kiilonb6z6 a;b; szorzatot, azok n-nel vagy k-val osztva kiilonb6z6
maradékot adnak. Nem lehetséges tehat, hogy két kiilonbo6z6 szorzat nk-val osztva azonos maradékot adjon, nekiink
pedig éppen erre van sziikségiink.

A sziikségesség bizonyitasahoz azt tessziik fel, hogy az a; és b; szamok rendelkeznek a feladatban leirt tulajdon-
saggal. Ez azt is jelenti, hogy valamelyik, mondjuk a1b; szorzat nk-val osztva 0 maradékot ad, azaz nk | a1b;. Legyen
a = (a1,nk) és b = (b1, nk). Vilagos, hogy nk | ab, ezért nk < ab.

Figyeljik meg, hogy a k db a1b; szorzat mindegyike oszthaté a-val. Marpedig az nk szerinti osztasi maradékok
kozott pontosan — olyan van, amely a-val oszthat6. Ez azt jelenti, hogy k < —, azaz a < n. Hasonlé gondolatmenet
igazolja a b < k Igecslést. Ezek szerint ab < nk, amit a korabbi nk < ab meg%igyeléssel Osszevetve azt kapjuk, hogy
ab = nk. Ez utébbi pedig csak ugy lehetséges, ha a =n és b = k.

Jelolje d az n és k legnagyobb k6z0s osztdjat. Ekkor n és k legkisebb k6zos tobbszordse M = %k Szamoljuk meg,
hany olyan osztasi maradék van nk szerint, amely n-nel vagy k-val oszthaté. Vilagos, hogy k maradék oszthato n-nel
és n maradék k-val, &m azokat a maradékokat, amelyek n-nel és k-val is oszthatok, kétszer szdmoltuk meg. Ezek éppen
az M-mel oszthaté maradékok, szamuk tehat an = d. Ezért pontosan n + k — d olyan nk szerinti maradék van, amely

n-nel vagy k-val oszthat6. Azonban n | a; és k | by miatt az ai1b;, illetve a;b1 szorzatok oszthatok n-nel, illetve k-val.
Az ilyen szorzatok szama pedig n+k—1,ezért n+k—1<n+k—d, azaz 1 > d = (n, k). Ezek szerint n és k valoban
relativ primek, ezzel pedig a feltétel sziikségességét is igazoltuk. [

Megjegyzés. A sziikségességet igazolo gondolatmenet Dankovics Attila megoldasabol szarmazik.



