Maga Balazs megoldasa. Be fogjuk bizonyitani, hogy amennyiben i2 < n < (i + 1)?, ahol i pozitiv egész, akkor
k=1i.

Ennek igazoldsahoz két dolgot kell tenniink. Egyrészt bizonyitanunk kell, hogy minden lehetséges békés elrendezés
esetén marad szabadon i X i-s négyzet. Masrészt meg kell mutatnunk, hogy 1étezik a bastyaknak olyan békés elrendezése,
ami esetén nem marad szabadon ennél nagyobb négyzet. Ezen lépéseket ebben a sorrendben tessziik meg.

I. Szamozzuk meg az oszlopokat 1-t6l n-ig balrol jobbra, a sorokat szintén lentrél felfelé. Ekkor lesz olyan bastya,
ami az 1. oszlopban van. Legyen ennek sorszama si, ekkor ezen bastya koordinatai (1,s;). Tekintsiink most agy
i darab szomszédos sort, hogy az s; sor koztiik van. Mivel n > 2> i, ez lehetséges. Ezen ¢ sorban még tovabbi ¢ — 1
bastya talalhato (1,s1)-n kiviil, mivel békés elrendezésben minden sorban pontosan egy bastya van. Indirekte tegyiik
fel, hogy ebben az i darab sorban nem marad szabadon i X i-s négyzet. Ez azt jelenti, hogy barmely szomszédos i
oszlopba keriil bastya ezen az i darab soron. Azaz ha tekintjiik ezen bastyak oszlopszaméat névekvé sorrendben (ezeket
jelolje 1 = 01 < 02 < ... < 0;), akkor tetszbleges j € 1,2,...,i — 1 esetén 0,41 — o; < i. Ebbdl adodik, hogy
0; <op+i-(i—1)=i%—1i+ 1. Mivel viszont n > i%, n > i + 1, ezen o; sorszamu oszlop utan még legalabb i darab
oszlopban nincs bastya ezen az ¢ darab soron. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy szabadon marad egy i X i-s négyzet.
Ez ellentmondas, tehat valoban mindig marad szabadon i X i-s négyzet.

II. Ttt elegends egy konstrukciot létrehoznunk, aminél nem marad szabadon (i + 1) x (i + 1)-s négyzet. Helyezziik
el bastyainkat a kovetkez6 modon: az 1. sorban levs bastya legyen az (1,1) mez6én. A masodik sorban levs legyen
az (i + 2,1+ 1) mezén. Es igy tovabb, amint egy sorral feljebb lépiink, mindig i 4+ 1 oszloppal lépjiink jobbra, amig
ez lehetséges, azaz amig az igy kapott oszlopszam nem lépi tul az n-t. Ha viszont tullépi, valasszuk a legkisebb iires
sor- és oszlopszamokkal rendelkez6 mezét, azaz a (2, s2)-t. Innen indulva megint a fenti algoritmust kovetjiik: 1 sorral
feljebb, ¢ + 1 oszloppal jobbra, amig ez lehetséges. Ha nem, a (3, s3) mez6t valasztjuk. Ezt az algoritmust folytatva
pakoljuk fel a bastyakat, mig a sorszam el nem éri az n-t. Azt allitom, hogy az igy kapott elrendezésben nem marad
szabadon (i + 1) x (i + 1)-s négyzet, azaz ez az elrendezés megfelel szamunkra.

Elgszor azt kell meggondolnunk, hogy egyaltalan békés elrendezéshez jutottunk-e, azaz igaz-e, hogy minden sorban
és oszlopban pontosan 1 bastya van. Mivel n bastyat helyeztiink el, ez ekvivalens azzal, hogy egyik sorban vagy
oszlopban sincs 1-nél t6bb bastya. A sorokra ez nyilvanvald, mivel a béastydk elhelyezése soran egyesével lépdeltiink fel
rajtuk. Egy oszlopban pedig azért nem lehet két babu, mert el6szor az ¢+ 1-gyel 1 maradékot adé oszlopokon mentiink
végig 1-t6] indulva n-ig, aztan a 2 maradékot adokon stb. Igy a bastyak elhelyezése soran maradékosztalyonként
soroltuk fel a szamokat 1-t6l n-ig. Ekkor vilagos, hogy ugyanabba a maradékosztalyba nem kezdhettiink bele kétszer,
hiszen akkor mar n-nél tébb bastyat kellett volna elhelyezniink. Tehat valoban békés az elrendezésiink.

Tehat méar csak azzal kell foglalkoznunk, hogy nem maradhatott (i + 1) x (i + 1)-s négyzet szabadon. Ez ekvivalens
azzal, hogy tetsz6leges médon valasztva ¢ + 1 szomszédos sort, nincs gy ¢ + 1 szomszédos oszlop, hogy mindegyik iires
lenne ezen i + 1 soron beliil. Ezt fogjuk tehat bizonyitani.

El6szor nézziik azt az esetet, amikor van olyan i+ 1-es maradékosztaly, amit teljes egészében tartalmaz a kivalasztott
i+ 1 darab sorunk, azaz a megjelené oszlopszamok kozott ott van az 0sszes 1 és n kozotti szdm, ami ¢ + 1-gyel osztva
egy adott m maradékot ad. Ekkor nyilvan nincs olyan ¢ + 1 szomszédos oszlop, ami iires lenne ezen az ¢ + 1 soron,
mivel tetsz6leges ¢ + 1 szomszédos oszlop kozott van olyan, melynek sorszdma m maradékot ad ¢ + 1-gyel osztva. Ezzel
az esettel tehat készen vagyunk.

Tehat méar csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor nincs olyan maradékosztély, ami teljes egészében fel
lenne sorolva ebben az ¢ + 1 sorban. Ekkor tehat legalabb 2 maradékosztaly elemei jelennek meg, mint oszlopszamok.
Masrészt mivel csak akkor valtunk maradékosztalyt, ha az aktuélisat méar teljes egészében felsoroltuk, nem lehetséges,
hogy legalabb 3 maradékosztaly elemei jelenjenek meg, mint oszlopszamok, hiszen ekkor a nem széls6k Gsszes 1 és n
kozotti reprezentansa megjelenik az oszlopszamok kozott, marpedig azt ebben az esetben kizartuk.

Tehat valéjadban most mér csak azzal foglalkozunk, amikor az ¢ + 1 szomszédos sorbél allé6 blokkunk pontosan
2 maradékosztalybol tartalmaz oszlopszamot. Legyenek ezek m és m + 1. Ekkor m # 0, mivel a maradékosztalyokat
1-t6l indulva soroljuk fel, igy ez a maradékosztaly az utolsé.

m+1 viszont lehet 0, ekkor rendhagy6 médon i+1-es maradéknak tekintjiik mod i+1 az egyszeriség kedvéért. Ekkor
az oszlopszamok a konstrukecié megalkotasi algoritmusa alapjan lentrdl felfelé haladva: a(i+1)+m, (a+1)(i +1)+m,
oo (ata)@i+D)+m,m+1, (i+1)+m+1,...,b-(i+1)+m+1. Ekkor b > a — 1. Indirekte tegyiik fel, hogy nincs

igy. Az imént 7 + 1 sort vettiink fel, igy a fent megjelend i + 1 egyttthatok (a,a+1,...,a+a,0,1,...,b) szdma
i+ 1. b <a—1 esetén ezek mind eltérgek, tovabba b + 1 is eltér mindt6l. Igy a 0- (¢ +1), 1- (i 4+ 1), ..., b- (i + 1),
b+1)-(i+1),a-(i+1),(a+1)-(i+1),..., (a+a1)-(i+1) szdmok mind eltéréek, valamint mindegyik legalabb 0

és kisebb, mint n, mivel a legnagyobb koziilik (a +a1)- (i 4+ 1), s még (a+a1)- (i +1) +m < nis igaz.

Tehét a nemnegativ, n-nél kisebb i+ 1 t6bbszorosok szama legalabb i+ 2. Masrészt n < (i + 1)2 miatt a legnagyobb
ilyen t6bbszoros az i - (i + 1), a legkisebb pedig a 0 - (i + 1), azaz az ilyen t6bbszorostk szama valojaban i + 1.
Ez ellentmondas, tehat valoban b > a — 1. Ugyanakkor b < a + a;. Ellenkez6 esetben ugyanisn >b- (i +1)+m+1 >
(a4ay)-(i+1)+m. Ez utébbi itt a legnagyobb n-nél nemnagyobb, i+ 1-gyel osztva m maradékot ado6 szam. Igy nyilvan
b-(i+1)+m+1 alegnagyobb n-nél nemnagyobb i + 1-gyel osztva m + 1 maradékot adé szam. Ez viszont azt jelenti,
hogy az m + 1-es maradékosztaly Osszes n-nél nemnagyobb pozitiv reprezentansa megjelenik ebben az i 4+ 1 sorban,
mint oszlopszam, ami ellentmond az esetiink kiindul6 feltételével. Tehat a — 1 <b<a+aq, azaza <b+1 < a+ a;.
Tehat (b+1)- (i + 1) + m az itt megjelend oszlopszamok kozstt van. Ebb6l viszont mar rovid aton kévetkezik, hogy



nem maradhat tiresen ¢ 4+ 1 szomszédos oszlop ebben az ¢ + 1 sorban.

El6szor is a legkisebb oszlopszam m+1 < i + 1, igy az els6 i+ 1 oszlop biztosan nem iires. Utédna b- (i + 1) +m+ 1-ig
végig legfeljebb ¢ + 1 a kiilonbség a szomszédos sorszamok kozott, nincs gond, tovabbra sem maradhat iiresen ¢ + 1
szomszédos oszlop. Ezt kovetSen nem maradhat {iresen ¢ + 1 oszlop, hiszen (b+1) - (i +1)+m —b- (i + 1)+ (m+1) =
i — 1 két oszlopszam kiilonbsége. Innen viszont (a 4+ ay) - (i + 1) + m-ig ismét végig i + 1 a kiilonbség az oszlopszamok
kozott, mint az imént, azaz most sem maradhat iiresen i+ 1 szomszédos oszlop. Ezen iménti oszlop pedig nem lehet ¢41-
nél tavolabb a tabla szélétdl, mivel ez a legnagyobb n-nél nemnagyobb reprezentansa egy ¢ + 1-es maradékosztalynak.
Azaz akarhogy valasztunk ki i+ 1 szomszédos sort, nem lesz benniik i+ 1 szomszédos iires oszlop. Tehat a konstrukcionk
valoban megfelel az elvarasainknak. Ezzel készen vagyunk, valoban minden n > 2 esetén, ha i2 < n < (i+ 1)2, akkor
k=1i.



