I. megoldas. Jeldlje a szokasos moédon az ABC haromszog oldalainak hosszat a, b és ¢, szogeit pedig «, S és 7.
Tetsz6leges P, @, R pontok esetén legyen Tpor a PQR haromszog teriilete. Ekkor az ismert teriiletképlet szerint

2T apc = absiny = besina = casin 3,

tovabba
2TA1810 = CAl . CBl sin’y, 2TA1301 = BAl . BCl sinB
és
2TABlCl = ABl . ACl sin a.

BA
A szogfelezététel szerint CAI =c: b, tovabba BA, + CA; = a, ezért
1
BA = % & ca =2
Y hte YT he

Hasonloképpen kapjuk meg az ABy, CB;1, AC; és BC, szakaszok hosszat is (1. dbra). Ezeket felhasznalva

TA1 B1C _ #bc ’ aafc Sin ,7 — ab
Tagc absin~y (a+c)b+c)’
és ugyanigy adodik, hogy
TA136‘1 _ ac b5 TA8101 _ be
Tagce  (a+b)(b+c) Tapc  (a+bd)(a+c)

Azt kell belatnunk, hogy ennek a harom tortnek az 6sszege legalabb 3/4, mert abbol Ta, g, ¢y, + TayByc +Ta, Boy +
Tag,c, = Tapc miatt kdvetkezik, hogy
Ta,B,Cy <1
Tapc ~ 4
A bizonyitando
ab n ac n be
(a+c)b+c)  (a+b)(b+c) (a+b)(atc)

egyenlStlenséget 4(a + b)(b + ¢)(a + ¢)-vel szorozva, majd egyszertsitve és rendezve kapjuk, hogy

3
> 2
— 4

a?b + ab® + a®c + ac® + bc + bc® > 6abe.

abc > 0-val val6 osztas utdn elegendé megmutatnunk, hogy

a b a ¢ b ¢

—+-—-+-+-+-+-2=>6

b a ¢ a ¢ b

teljestil. Ez viszont igaz, mert tudjuk, hogy barmely pozitiv szdmnak és a reciprokanak az 6sszege legalabb 2.
Az is latszik, hogy egyenlGség csak az a = b = ¢ esetben 4ll fenn, vagyis ha az ABC haromszog szabélyos.

II. megoldas. Hasznaljuk az I. megoldas jeloléseit. Feltehetjiik, hogy a haromszdg oldalainak hosszara c < b < a
teljesiil. Legyenek az ABC haromszog oldalainak felezGpontjai a 2. dbra szerint D, E és F. Ismert, hogy

Tper 1

Tapc 4

ezért allitdsunk bizonyitasahoz elegends megmutatnunk, hogy Tprr > Ta, B, ¢, -



G B Ay D ()

2. abra

El6szor belatjuk, hogy Tpp,c, > Ta,B,c,- Ha b= ¢, akkor D = Ay, ezért a két haromszog megegyezik. Ha b > ¢,
akkor az I. megoldasban kiszamolt szakaszhosszakat felhasznélva kapjuk, hogy

AB e b b
1 a+c a+ <

AC, al:fb a+c ¢

Vagyis a B; pont tavolabb van a BC' oldaltol, mint a Cy pont, tehat a G = B1C; N BC pontra teljesiil, hogy a GC
szakasz tartalmazza a B pontot. A ¢ < b feltételbsl az is kovetkezik, hogy BA; < A1C, és mivel D felezi a BC
szakaszt, azért BA; < BD. Ha viszont egy sz6g egyik szaran tavolodunk a sz6g cstucsatol, akkor a szog mésik szaranak
egyenesétol is egyre messzebb keriiliink (3. dbra). Ezért D messzebb van a B1C; egyenestdl, mint Ay, a DB1C; és
Ay B1C1 haromszogek koziil az els6 teriilete a nagyobb, mert a kézos oldalukhoz tartozo magassagaik koziil is az elséé
a nagyobb.
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dy dy
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3. dabra. OP) < OPy, < dy < dy

Ugyanigy lathato be, hogy a b < a feltevésbdl Tprc, > Tpps,c, kovetkezik (ha DCy N AC = H, akkor a HC
szakasz tartalmazza A-t és AB; < B1C). Végiil pedig DE és AB parhuzamossaga miatt Tppr = Tprc,, S igy

Tper =Tprc, 2 Tpp,cy = Ta,BCss

ami éppen a bizonyitandé allitas.



