I. megoldas. Legyenek a hiromszog szogfelez6inek a szemkozti oldalszakaszokkal vett metszéspontja A’, B', C’,
a KN és BB’ egyenes metszéspontja X. A megoldasunk sordn nem elGjeles szakaszokkal dolgozunk.

A szdgekre vonatkozo feltételbsl kovetkezik, hogy az AC egyenesen a pontok sorrendje A, P, B', Q, C (hiszen
ABP< < ABB’'<, valamint CBQ< < CBB'<), valamint az, hogy a BB’ nemcsak az ABC<, hanem a PBQ<

szogfelezGje is, hiszen
PBB'«< = ABB'<— ABP< = B'BC< — QBC«< = B'BQ«.

A P B QC

Mivel AA’, BB', CC' szdgfelezdk, egy pontban metszik egymast, tehat a KM, BX és N L egyenesek is egy pontban
metszik egymast, hiszen azonosak az el6bb felsorolt egyenesekkel. Igy a BK N haromszogre felirhat6é a Ceva-tétel:

Messe az LM és KN egyenes az AC oldalegyenesét a 77, illetve a T pontban. A Menelaosz-tétel szerint a BPQ
haromszogre és a BP és B(Q oldalakat metsz6 LM egyenesre:

PL BM QT

LB MQ TP
a BP(@ haromszogre és a BP és B(Q oldalakat metsz6 KN egyenesre:

PK BN QT,

KB NQ TP

T T
Megmutatjuk, hogy % = % Mivel
1 2

a bizonyitandoé allitassal ekvivalens a kovetkezd:
PL BM _PK BN
LB M@ KB NQ’
Mivel a CC’ az ACB szog felezbje, a PCB< szogfelezdje is, tehat CL szogfelezéje a PCB szdgnek. Hasonléan
adodik, hogy AM a QAB< szogfelezGje, AK a PAB< szogfelezGje, CN pedig a QC B< szogfelezbje, azaz
QM QA
e

NB CB’

a QAB héromszogre:
a PAB héaromszogre:
a PCB haromszogre:

a QCB haromszogre:

PL BM PK BN
Tehat a bizonyitando 5’ M—Q %5 N—Q allitas ekvivalens ezzel:

PC AB _PA CB
CB QA AB QC’

atrendezve:
AB AB PA QA

CB CB QC PC



A szinusztételt felhasznalvas:
AB QC  sinAPB<sin@QBC<  sin APB<

AP BC ~ sinABP<« sin BQC<  sin BQC<’

hiszen ABP< = QBC«.

Hasonléan:
BC AQ _ sin BPC<sin ABQ< _ sin BPC<K

CP AB  sinPBC<sinAQB< sinAQB<’
hiszen PBC< = ABC< — ABP< = ABC4{< — QBC< = ABQ«.
Mivel APB< = 180° — BPC<« és BQC<« = 180° — AQB<, igy
A_B % _ sinAPB<  sinBPC<1 B_C &
AP BC sinBQC< sinAQB< CP AB’
) . QT QT
Ezt kellett belatnunk. Igy T.P~ T,P
QT

A Ty pont nyilvan nem lehet a PQ szakasz bels6é pontja. Ha P > 1, akkor QT > T1 P, tehat 17 a PQ egyenes
1

AB AB _PA QA
CB CB QC PC’

azaz

T
P-t nem tartalmaz6 félegyenesének eleme. Ha % < 1, akkor QTy < Ty P, tehat 11 a PQ egyenes -t nem tartalmazo

T ! 1
félegyenesének eleme. Ha % =1 lenne, akkor ABP< = §ABC<I, ami nem megengedett.
1
B _ I Ry QL . . I
Legyen adott 7). Ha 77 = T3, akkor nyilvan teljesiil, hogy TP = Tp Mas T pontra pedig ez nem teljesiil,
1 2

hiszen T» ugyanazon a félegyenesen van, mint 77 (tehat vagy a P-t vagy a (-t nem tartalmazd P(Q) félegyenesen).
Ekkor a P, Q, T1 pontok sorrendje adott, az altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy 71 a PQ félegyenes P-t
nem tartalmazo félegyenesén van, tehat ToP > QT>. Ha To-t P-t6l (és egyben Q-t6l) tavolitjuk k-val, akkor

QT2+k_1+QT2+k—T2P—]€<1+QT2—T2P_QT2
ToP +k ToP + k TP  TyP’

tehat az arany csokken.
Hasonléan lathato, hogy ha kozelitjiik, akkor az aradny né, azaz
QT —k QTz—k—T2P+k>1+QT2—T2P_QT2
ToP—k ToP — k TP TP’

tehat adott Ti-hez csak egy megfelels Ty van. Ehhez hasonloan belathato az is, ha a Ty (és egyben a Tz) a PQ egyenes
Q-t nem tartalmazo félegyenesén van, akkor is csak egy 75 van adott 77-hez.
Ezzel a feladat allitasat belattuk.

II. megoldas. Azt fogjuk belatni, hogy az AL és CM egyenesek a B-bdl induld szogfelez6n metszik egymast,
ugyanis ez ekvivalens az eredeti allitassal. Ha ugyanis ez valoban teljesiil, akkor az AKL és CNM haromszogek
egyenesre nézve perspektivek, tehat ekkor pontra nézve is perspektivek, vagyis az AC, KN, ML egyenesek is egy
ponton mennek at (Desargues-tétel).

A P Q C

AK, CN és BE szogfelezék. Irjunk fel a trigonometrikus Ceva-tételeket szogekre.
A BL, AL és CL egyenesek egy ponton mennek at, tehat

sin ABL<(-sin BOCL<-sinCAL<q

) Sin BAL< -sin LOA< - smLBC<
A CM, AM és BM egyenesek is egy ponton mennek at, tehat
sin ABM < -sin BOM<-sinCAM< 1

2) sin BAM< - sin CBM < -sin ACM<



Azt kell belatnunk, hogy

sin CAL<-sin ABE<-sin BOM<

=1.
sin EBC'< - sin BAL<t - sin ACM <«

(3)

Vegyiik észre, hogy ABE< = ECB<, mivel BE szogfelezs, tehéat szinuszuk is egyenls, igy (3)-bol a bizonyitandd
allitas:

sinCAL<-sin BCM<

) sinBAL< s ACM<

Mivel CL szogfelez6, BCL<t = LC' A<, emiatt (1)-bol

5) s.in ABL< - s?n CAL<« _
sin BAL< -sin LBC<

Mivel AM szogfelezs, BAM < = CAM <, emiatt (2)-b6l

(6) sin ABM<-sin BCM< L

sinCBM< -sin ACM<«

Tudjuk tovabba azt is, hogy ABL< = CBM< és ABM < = CBL<, tehat ezek szinusza is egyenld.
Az (5) és (6) egyenleteket Osszeszorozzuk, ekkor megkapjuk (4)-et:

sin ABL<t-sinCAL< sin ABM<-sin BOCM<

sin BAL< - sin LBC< sin CBM< -sin ACM<
sinCAL< sin BOM< B

sin BAL< sin ACM<

1

3

Tehat teljesiil a feladat allitasa.

Megjegyzés. A feladat projektiv geometriai eszk6zokkel is megoldhatoé. Ha a beirt kor kézéppontja I, és a BA, BP, BI, BQ,
BC egyeneseket rendre a, p, i, q, c-vel jeloljiik, akkor

(I7A7K7M) = (i7a7p7q) = (Z7C7q7p) = (I7C7N7L)

(ahol a zarojelek a megfelel6 kettGsviszonyokat jelolik). Az I, A, K, M és az I, C, N, L pontnégyesek tehat perspektivek, és
ezért az AC, KN és ML egyenesek egy pounton mennek at.



