Megoldas. Legyen K egy 6tlapt konvex poliéder. Ha K lapjai kozt 6t- vagy tobboldald sokszog is eléfordulna, akkor
K-nak legalabb hat lapja lenne. Tehat a lapok kozt csak haromszogek és négyszogek vannak. Legyen a haromszoglapok
szama h. Ekkor a négyszoglapok szama 5 — h. Jeldlje e a test éleinek a szamat. Minden él pontosan két lapon van
rajta, ezért a test éleit laponként Gsszeszdmolva az élszdm kétszeresét kapjuk, azaz

3h+4(5—h) =2e, vagyis h=20-— 2e.

Tehat h paros szam, és mivel 6-nal kisebb, a lehetséges értékei 0, 2 és 4.

El6szor megmutatjuk, hogy h = 0 nem lehetséges. Ekkor ugyanis K-nak 6t darab négyszoglapja lenne. Ha ezek
koziil valamelyik csticsban négy talalkozna, akkor a négy lap mindegyikének a k6zos csicson 4t 2-2 éle menne, az ezen
a csticson a4t nem mend Osszesen 4 - 2 = 8 él mindegyikének illeszkednie kellene a test 6tddik négyszoglapjara, ami
nem lehetséges. Ha viszont minden csticsban pontosan harom lap taldlkozna (legalabb harom lapnak talalkoznia kell
minden csticsban), akkor a csticsok szama (4 - 4)/3 lenne, ami nem egész szam.

Ha h = 2, akkor minden négyszoglapnak legalabb két négyszoglap szomszédja van. Tekintsiink két szomszédos
négyszoglapot. Ezekre Gsszesen 6 cstcs illeszkedik. Viszont a testnek 6sszesen legfeljebb (2-3+3-4)/3 = 6 csicsa van,
azaz a testnek nincs tovabbi csicsa. Ez csak agy lehetséges, ha a két négyszoglap kozos élére nem illeszkeds Osszesen
4 cstcs mindegyike a harmadik négyszoglap csiicsa. Tehat a test haromszoglapjai ,,szemben” vannak egymassal, nincs
kozos cstcsuk. Ilyen testek léteznek, legegyszertibb példa az 1. dbrdn lathatd hadromszogalapt hasab.

i

1. és 2. dbra

Végiil ha h = 4, akkor K-nak egyetlen négyszoglapja van, aminek minden éléhez egy-egy haromszoglap illeszkedik.

Ekkor a csiicsok szama legfeljebb
4-3+1-4
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tehat a haromszoglapoknak egy kozos csticsuk kell, hogy legyen. Ekkor K négyszog alapua guala (2. dbra).
Meg kell még mutatnunk, hogy mindig létezik olyan sik, amely K egyik csticsan sem megy at, de mindegyik lapjat
metszi.
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3. dbra

Legyen ABCD a K egyik négyszoglapja, CE pedig egy erre nem illeszkedd éle. Vegyiink fel az AB, AD és CE
élek belsejében egy-egy X, Y és Z pontot a 3. dbra szerint. Ezek a pontok nyilvdn nem esnek egy egyenesre és az
altaluk meghatarozott sik nem tartalmazza K-nak egyetlen élét sem. Az XY Z siknak a K poliéder minden lapjaval
van csucstol kiilonboz6 kdzos pontja, ezért annak mind az 5 lapjat metszi.



