Megoldas. Az trhajosok legyenek egy (a kozonséges értelemben teljes) graf csucsai. A csicsharmasokat szinezziik
ki két szinnel, kékkel és pirossal. Azt kell megmutatni, hogy ha a cstucsok szama legaldbb 11 000, akkor vagy van 5 olyan
csucs, amelyben barmelyik harmas szine kék, vagy van 4 olyan cstcs, amelyben egyik harmas szine sem kék. Tehat az
a kérdés, hogy legfeljebb mennyi R3(5,4), vagyis a legkisebb olyan n = R3(5,4) szdm, amelyre ha egy n cstcst grafban
két szinnel — kékkel és pirossal — szinezziik a harmasokat, akkor vagy van 5 olyan csics, amelyek koziil baArmely harmas
kék, vagy van 4 olyan cstcs, amelyben barmely harmas szine piros. Altalaban az a kérdés, hogy legfeljebb mennyi
Rs(a,b) értéke.

Megmutatjuk, hogy

Rs(a,b) < Ro(Rs(a—1,b), R3(a,b— 1)) + 1.

Legyen Rs (Rg(a — 1,b), R3(a,b — 1)) + 1 = k. Tekintsiink egy k cstcsu teljes grafot, és abban a cstcsharmasok
halmazanak tetsz6leges szinezését. Vegyiink ki egy csticsot, az legyen A. A megmaradt k — 1 csticst grafban a B és
C csucsokat 0sszekotd él szine legyen kék, ha az ABC csucsharmas szine kék, és legyen piros, ha az ABC csicsharmas
szine piros. Ry (R3(a — 1,b), R3(a,b— 1)) azt jelenti, hogy a k — 1 cstcsu grafban vagy van Rs(a — 1,b) cstics, amiben
barmely él kék, vagy van Rs(a,b — 1) cstcs, amiben barmely él piros.

Neézziik elGsz0r azt az esetet, amikor van Rs(a —1,b) csics, amiben barmely él szine kék. Ha van Rs(a —1,b) csucs,
akkor ez azt jelenti, hogy koziiliik vagy van a — 1 csiics Ggy, hogy barmely harmas szine kék, vagy van b csics agy,
hogy barmely harmas szine piros. Tegyiik fel, hogy nem volt a — 1 csics tgy, hogy koziiliikk barmely harmas szine kék.
Ekkor volt olyan b csdcs, hogy barmely harmas szine piros, ezért az eredeti grafban is van b olyan cstcs, hogy barmely
héarmas szine piros. Ha pedig volt a — 1 olyan csics, hogy barmely harmas szine kék, akkor ezekhez a csicsokhoz vegyiik
hozza A-t. Mivel az a — 1 cstucs kozott barmelyik harmas szine kék, és barmely él szine kék, emiatt ha hozzavessziik
A-t, akkor az barmelyik pontparral egy kék harmast alkot, tehat az a csics koziil barmely harmas szine kék. Ekkor
az eredeti grafban is volt a olyan cstics, amiben barmely harmas szine kék. Igy igaz, hogy az eredeti k csticst grafban
vagy van a olyan csics, hogy barmely harmas szine kék, vagy van b olyan csics, hogy barmely harmas szine piros.

Most nézziik azt ez esetet, amikor nincs Rz(a — 1,b) csucs, amiben barmely él kék. Ekkor van Rs(a,b — 1) csucs,
amiben béarmely él piros. Ha van Rs(a,b — 1) csticsunk, akkor azok koziil vagy van a cstics ugy, hogy barmely harmas
szine kék, vagy van b — 1 csdcs gy, hogy barmely harmas szine piros. Ha van a cstcs gy, hogy barmely harmas szine
kék, akkor az eredeti k cstucsa grafban is van a csics, Ggy, hogy barmely harmas szine kék. Ha nincs a olyan csics,
hogy barmely harmas szine kék, akkor van b — 1 olyan cstics, hogy barmely harmas szine piros. Ezekhez vegyiik hozza
A-t. Mivel a b— 1 csics koziil barmely harmas szine piros, és barmely él szine is piros, emiatt az A barmely pontpérral
piros harmast alkot. Ekkor az eredeti k cstucsu grafban van b olyan pont, hogy barmely harmas szine piros. Ekkor is
igaz, hogy vagy van a cstcs, hogy barmely harmas szine kék, vagy van b csics, hogy barmely harmas szine piros. Tehat
valéban

Rs(a,b) < Ro(Rs(a—1,b), R3(a,b— 1)) + 1.

a+b—2
Rg(a,b)g( S )—1—1.

Ismert tétel, hogy

Bebizonyitom, hogy Rs(a,3) = a. Ehhez el6szor megmutatom, hogy Rs(a,3) > a. Ha ugyanis Rs3(a, 3) kisebb lenne
a-nél, akkor ez azt jelentené, hogy Rs(a,3) csics esetén mindenképpen van piros szind harmas, ami nyilvan nem igaz;
igy Rs(a,3) > a. Viszont a csics esetén vagy van piros harmas, vagy pedig az a csicsbol képezhets valamennyi harmas
kék, tehat Rs(a,3) < a, ezért valoban Rs(a,3) = a.
Mindezeket felhasznélva:
R3(5a 4) <Ry (R3(4a 4)7 R3(5a 3)) +1,

és tudjuk, hogy R3(5,3) = 5. Valamint
R3(45 4) < R (R3(35 4)7 R3(45 3)) +1.

Mivel R3(3,4) = R3(4,3) = 4, emiatt

igy
21 —1 4

vagyis mar 10 627 pontndl is igaz, hogy vagy van 5 olyan pont, ahol barmely harmas kék, vagy van 4 olyan csics, hogy
barmely harmas szine piros. Tehat elég 11 000 tirhajos ahhoz, hogy a feladat kovetelményei teljesiiljenek.

21+5—2 24
33(5,4)§RQ(21,5)+1§< + )+1_< >+1_10627,

OLegalébb Ra(a,b) szama csucsot tartalmazo teljes grafban ha két szinnel, kékkel és pirossal szinezziik az éleket, vagy van a db olyan
csucs, amelyek koziil barmely ketté kék, vagy van b db olyan csics, amelyek koziil barmely kett6 piros.



Megjegyzés. A megoldasban felhasznalt

a —

Ro(a,b) < (“*bf) +1

Osszefiiggés példaul az a + b szerinti indukciéval lathatoé be, a binomiélis egyiitthatokra teljesiils

a+b—-2\ (a+b-3 n a+b—3
a—1 o a—2 a—1

azonossag segitségével. Az allitas példaul megtalalhatoé Lovasz Laszlo: Kombinatorikai problémdk és feladatok c. kényvében (az
allitas a 101. oldalon levé 1.(a) feladatban, a megoldas pedig az 577. oldalon olvashato.)



