Megoldas. A szam utolso két szamjegye p alapt szamrendszerben a szam p2-es maradéka. Ennek meghatarozasahoz
elgszor megmutatjuk, hogy ha p primszam, k pedig tetsz6leges nemnegativ egész, akkor

((k 4];1)1)) =k+1 (modp).

Ennek belatasahoz sziikségiink lesz a kovetkez észrevételre: ha két p-vel nem oszthatod egész szam p>-tel osztva
ugyanannyi maradékot ad, a hanyadosuk pedig egész szam, akkor az p2-tel osztva l-et ad maradékul. Vagyis, ha a
p-vel nem oszthato a, b, x egész szamokra ax = b (mod p?) és a = b (mod p?), akkor = 1 (mod p?). Valoban, ha
a(x — 1) = az — a oszthato p>-tel, akkor = — 1 is oszthato p?-tel. Ugyanigy lathato, hogy ha a nem oszthato p-vel,
akkor ¢1 # co (mod p?) esetén acy # acy (mod p?).

Legyen most k tetsz6leges nemnegativ egész szam. Ekkor a

(kp+ 1) (kp+2)...(kp+p—1)

szorzatot teljesen kibontva, abban ,majdnem minden” tag oszthaté lesz p>-tel, azaz

1 1 1
(kp+1)...(kp+p—-1)= (- )+ kplp—-1)! (1 + §—|——|—pTl> (mod p?).
Mivel (p — 1)! nem oszthato p-vel, és az 1,2,...,p — 1 szamok p-vel osztva mind kiilonb6z6 (nemnulla) maradékot
adnak, azért a p-vel nem oszthato
(-1 (p—1) (p—1)
T 2 T,
szamok is mind kiilénb6z6 maradékot adnak p-vel osztva, igy p > 2 miatt
11 1 plp—1)
-+ =+..+—— | =1+2+... —1)=—==0 d p).
p-0 (gt og) =424t oo = 2 (mod p)

Ezért
(kp+1)(kp+2)...(kp+p—1)=(p—1)! (mod p?),

ahonnan az elébb latottak szerint:
<(k+ 1)p) _(k+1Dp (kp+1)(kp+2)...(kp+p—1)
p p (p— 1)
A bizonyitott Gsszefiiggés szerint:

Zp:(:,p)(( ‘”1) Zz p—i+1) (mod p?).

=1

=(k+1)-1 (mod p?).

A kapott Osszeget a szamtani sorozatok és a négyzetszamok Osszegképletének felhasznalasaval tovabb alakitva:

p

;z’.(p—wl):(pﬂ);i_gizz(pﬂ)p(p;l) _p(p+1)6(2p+1) )

(3p° +3p) — (2p* +p) _ plo+1)(p+2)
6 6 '

=(p+1)

A P+ 1P +2) (p+1(p+2)

hanyados p2-tel valo osztési maradékat keresve elegendd -nak a p-vel vett mara-

6
dékat meghatarozni. Mivel p > 3 prim, a 6-tal val6 osztasi maradéka 1 vagy 5 lehet.
Az els6 esetben, amikor p = 6k + 1,
(p+1)(p+2) _ (6k+2)(6k +3)
6 6
Ezt p = 6k + 1-gyel maradékosan osztva: 6k% 4+ 5k 4+ 1 = k(6k + 1) + 4k + 1, vagyis a maradék 4k + 1.
A masodik esetben, amikor p = 6k + 5,
(p+1)(p+2)  (6k+6)(6k+7)
6 B 6
Maradékosan osztva p = 6k + 5-tel: 6k* + 13k + 7 = (k + 1)(6k + 5) + 2k + 2, a maradék 2k + 2.
fay plp+1)(p+2)

= 6k% + 5k + 1.

= 6k>+ 13k + 7.

-nak a p>-tel valé osztasi maradéka az elsG esetben p(4k + 1), a méasodikban pedig p(2k + 2).

6
Tehat ha p = 6k + 1 alaka, akkor a p alapt szamrendszerben az utolsé két szamjegy (4k + 1) és 0, ha pedig
p = 6k + 5 alaku, akkor az utolsé két szamjegy (2k + 2) és 0.



