Megoldas. A parallelogrammék vektorok segitségével egyszertien jellemezhetSk. Egy rogzitett O pontboél inditsunk
helyvektorokat, és jeloljiik ezeket a megfelels kisbetiivel, azaz legyen pl. OP = p. ElGszor megadjuk a parallelogramméak
vektoros leirasat. Belatjuk a kdvetkezé allitast.

Valamely EFGH konvex négyszdg pontosan akkor parallelogramma, ha

e+g=f+h.
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1. dbra

Ugyanis a négyszog pontosan akkor parallelogramma, ha valamelyik szemkdézti oldalparja parhuzamos és egyenls
hosszi, azaz ha EF = HG. Ez viszont akkor és csak akkor teljesiil, ha OF — OF = OG — OH, azaz ha f—e =g —h,
amibdl atrendezéssel kapjuk allitasunkat. (A bizonyitasbol az is latszik, hogy az O pont valasztésatol fiiggetlen — az
O-t0l egyenként persze fliggé — a helyvektorokra vonatkozo egyenléség teljesiilése.)
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2. dbra

Ezek utan az eredeti feladat megoldésa mar egyszeri szadmolas. Mivel az j négyszog csicsai az eredeti négyszog
oldalait k : (n — k) aranyban osztjak, igy

kb + (n—k)a kc+ (n— k)b
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Az el6zbek alapjan tehat az Ay By Cy Dy négyszog pontosan akkor parallelogramma, ha ay + cx = by + dy, azaz ha
n — 2k

(a+c—b—-d)=0

n

teljesiil.

Amennyiben n # 2k, ugy ebbdl a 4+ ¢ = b + d kovetkezik, vagyis az ABCD konvex négyszog is parallelogramma
(és megforditva). Ha pedig n = 2k, akkor ez a feltétel mindig teljesiil.

Ez utobbi azt a jol ismert tényt fejezi ki, hogy tetszéleges konvex négyszog oldalfelezs pontjai egy parallelogrammaét
hataroznak meg. (A 3. dbra jeloléseit hasznalva: Ag By az ABC, Cy Dy, pedig az ADC héaromszogben a haromszogek
AC oldalaval parhuzamos kézépvonala, ezért mindkét kézépvonal parhuzamos AC-vel és fele olyan hosszt, mint AC.
Vagyis az Ay By, Cy Dy, négyszog parallelogramma.)
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Tehat a feladat allitdsa minden olyan (n, k) péarra teljesiil, amelyre n # 2k.



