Megoldas. Jelolje a szerkesztends haromszog adott csucsat A, masik két cstcsat B és C, magassagpontjat, suly-
pontjat, illetve koréirt korének kozéppontjat rendre M, S és K, a BC oldal felez6pontjat pedig F. A tovabbiakban
feltessziik, hogy A # S, ellenkez6 esetben nyilvan nem oldhato meg a feladat.
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1. dbra

Tudjuk, hogy a silypont harmadolja a stlyvonalakat, ezért az S pont az AF szakasz F-hez kozelebbi harmado-
lopontja. Tovabba S az M K szakaszt is 2 : 1 ardnyban osztja az Euler-egyenes tulajdonsagaibol kovetkezGen. Ennek
alapjan az F' és K pontok konnyen megszerkesztheték. Ezek ismeretében pedig a B és C cstcsok is, mert egyrészt
rajta vannak a K kozéppontu, K A sugaru k korvonalon, mésrészt pedig az AM egyenesre meréleges, F-en athalado
e egyenesen. Ezeket tehat k és e két metszéspontja adja.

Az igy szerkesztett ABC haromszognek k nyilvan a koriilirt kore. A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy az SFK és
S AM héaromszogek egyméshoz kdzéppontosan hasonldak, a hasonlosig kdzéppontja az S pont, aranya pedig —2. Ezért
FK péarhuzamos AM-mel, tehat az e egyenes F K-ra is meréleges, amibdl kovetkezik, hogy KF a k kor BC hirjanak
felez6merdGlegese, vagyis F' a BC oldal felez6pontja. Mivel S harmadolja az AF' szakaszt, megegyezik az ABC harom-
sz0g sulypontjaval, s mivel a KM szakaszt is harmadolja, azért az Euler-egyenes tulajdonsagaibél kévetkezik, hogy
a megszerkesztett ABC haromszognek M valoban magassagpontja.

A feladat diszkusszidja bonyolultabb a szerkesztésnél. Ha az el6z6ekben leirt szerkesztés soran a k kor is és az e egye-
nes is egyértelmiden megszerkeszthetG,akkor pontosan akkor van megoldés, ha az F' pont a k kor belsejébe esik, ami

AM
akkor teljesiil, ha KA > KF = — A K A szakasz hosszat kifejezhetjiik az AM, M S és AS szakaszok hosszaval,

mert AS, illetve K A sulyvonala az AMN, illetve ASN haromszognek, ahol N az M pontnak S-re vald tiikdrképe
(2. dbra).
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A héaromszog sulyvonaldnak hosszara vonatkozo, elfajulod esetekben is érvényes (a szokisos jelolésekkel 453 =
2(@2 + b2) — ¢?) képlet alapjan

4A8% = 2AM? + 2AN? — MN? és 4KA%2=2AS8%+2AN? — SN2
Mivel SN = SM és MN = 2SN, ebbdl rovid szamolassal
4K A? = 6AS? +3MS? — 2AM?

AM
adodik, vagyis a KA > 5 feltétel ekvivalens az adott A, M és S pontokra vonatkozo 2452 + MS? > AM? egyen-

16tlenséggel.

Ha az A és M pontok egybeesnek, akkor a szerkesztés minden 1épése elvégezhets, de az e egyenes nem egyértelmiien
meghatarozott. Ekkor K és F' is egybeesik, és az e egyenesnek barmely K-n athaladd, A-t nem tartalmazd egyenes
valaszthato. Igy végtelen sok kiilonboz6 megoldast kapunk (a megszerkesztett haromszogek mindegyikének A-nal 1évé
szOge derékszog).

Végiil, ha a szerkesztés valamelyik 1épése nem végezhets el, akkor nincs megoldas. Ez két {6 esetben fordul eld.

1. A k kort nem tudjuk megszerkeszteni. Ez akkor kovetkezik be, ha K egybeesik A-val, vagyis ha az S pont az M A
szakaszon helyezkedik el és azt 2 : 1 ardnyban osztja.

2. A k kor megszerkeszthetd, tovibba k és e metszi egymast, de k és e egyik metszéspontja az A pont. Ez pontosan
akkor kovetkezik be, ha a KFS szog derékszog, ami pedig pontosan akkor teljesiil, ha a vele megegyez6 nagysagu
M AS szbg derékszog.



