Nagy Janos megoldasa. Legyenek az ¢y, £, és £, egyenesek altal meghatarozott haromszdg csicsai rendre A’, B
és C'; és legyen az A’ B’'C’ haromszog koriilirt kore I, ekkor azt kell igazolnunk, hogy I és T' kordk érintik egymast.

AT kor és az A’ B'C’ haromszdg, illetve I kor kozott csak gondolati kapesolat van eddig, kell valami, ami fizikaiva
teszi. Ehhez vegyiik észre, hogy az A’B’'C’ haromszog beirt korének I kdzéppontja rajta van a I' koron és raadasul az
IA, IB, IC egyenesek atmennek rendre az A', B’ és ¢’ pontokon.

Ezt az allitdsunkat nem fogjuk bebizonyitani, mert nincs is ra sziikség, elég ha tudjuk intuitivan, hogy ez igaz.
Legyenek az ABC haromszog szogei «, 3, 7, amik tehat hegyesszogek.
Most a kovetkezst fogjuk belatni: Legyen A’ B’C’ egy haromszog, melynek szdgei

180° — 2, 180° —23 és 180° — 27,

ennek koriilirt kore &/, beirt korének kozéppontja I, és k egy olyan kor, ami atmegy az I ponton, és érinti a k' kort.
A k kor és az IA', IB’, IC' egyenesek mésodik metszéspontja A, B és C. Ekkor az AB egyenesre tiikrozve az
A’'B’ egyenest, a BC egyenesre tiikrozve a B'C’ egyenest és a CA egyenesre tiikrozve a C'A’ egyenest, ugyanazt az
egyenest kapjuk, ami rdadasul érinti a k£ kort.

Egyrészt belatjuk ezt az allitast, masrészrél megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik a feladat allitasa:

ElGszor is ebben a helyzetben az ABC haromszog szogei «, 3 és v, mert a k korben a keriileti szogek tétele miatt a
haromszog szdgei megegyeznek az A’ B'C’ haromszog szdgfelezdinek egymassal bezart szogeivel, amik éppen a, 3 és 7.

Most tekintsiik a fix A'B’ egyenes AB egyenesre val6 tiikorképét.

Ha a k kor helyzetét kozben valtoztatjuk, akkor konnyen lathato, hogy az AB egyenes minden iranyt fel fog
venni k Osszes helyzetét tekintve, mert minden irdnyhoz tudunk talalni olyan kort, amely atmegy I-n, és akkor ezt
hasonlosaggal 4t tudjuk vinni olyanba, ami érinti a k' kort.

Igy tehat az AB egyenes és a tiikorkép szoge is tetszoleges lehet, az egyéb diszkusszidés meggondolasokat most
mell6zziik.



Van tehat olyan helyzete a k kornek, amelyre az A, B, C' és a kozos tiikorképek érintési pontja a k korrel; e négy
pont altal meghatarozott négyszog hasonlo az eredeti feladatban levd ABC P négyszoghtz. De ekkor a hasonlosag az
eredeti feladat két korét az itteni k és k' korokbe viszi, amik érintik egymast, tehat ekkor készen lennénk.

Most tehat igazoljuk az allitdsunkat. Az, hogy a tiikorképek érintik a k kort, szimmetrikus allitasok, igy elég koziiliik
az egyiket igazolni, mi az A’ B’ egyenes tiikorképével tessziik ezt.

Ehelyett azt latjuk be, hogy ha az AB egyenesre tiikrozziik a k kort, akkor az érinti az A’B’ egyenest valamilyen
X pontban, ami természetesen ekvivalens atfogalmazas.

Azt kell észrevenni még, hogy ez az X pont rajta lesz az A’ AT haromszdg, illetve a B’ BT haromszog koriilirt
korén is.

Tehat megmutatjuk, hogy az A’ AT haromszog, illetve a B’ BT haromszdg koriilirt kore az A’ B’ egyenesen metszi
egymaést, utana pedig belatjuk, hogy ez az X metszéspont rajta van a tiikrozott kéron, s6t érintési pont is egyben.

El6szor is lassuk be, hogy az A’ AT haromszdg, illetve a B’ BT haromszog koriilirt kore az A’ B’ egyenesen metszi
egymast, tegyiik fel hogy az elsé kor metszéspontja az A’ B’ egyenessel X1, a masodiké pedig X»; azt akarjuk belatni,
hOgy X1 = Xz.

Ehhez az kell, hogy

TXlA/<I + TXQB/<I = 1800,

de
TX A<+ TXoB'«=TAA' <+ TBB' <« =1TAT< +180° — IBT< = 180°,

ahol végig a keriileti szogek tételét hasznaltuk.
Legyen tehat X = X; = Xo, belatjuk, hogy X rajta van az AB-re tiikkrozott k& koron; ehhez azt kell igazolnunk,

hogy
AXB< =180° — ATB< = 180° — AIB< = 180° — ~,

de

AXB<«=180° - AXA'«— BXB'«=180°— ATA'« — BTB'« =
= 180° — v — ATA'<< — BTB'< + v = 180° — 7.

Felhasznaltuk, hogy A'TB’C’ hirnégyszog.

Ezzel megkaptuk, hogy X rajta van a tiikrézott koron is, még az kell, hogy érintési pont is egyben.

Ehhez invertaljuk az abrat a T pontbol, ekkor a képabran A, A’ és X képei egy egyenesen lesznek, és B, B’ és X
képei is egy egyenesen lesznek az inverzié szabalyai szerint.

Ezen kiviil AB képe parhuzamos lesz A’ B’ képével, mert az eredeti abran az ABT kor érinti az A’ B'T kort, igy
tehat a képabran az X AB és X A’ B’ haromszogek hasonloak, tehat koriilirt koriik érintik egymast.



Ezeknek a koroknek az 6sképei az AX B kor, illetve az A’B’ egyenes, mert A’, X és B’ egy egyenesen vannak az
eredeti abran, ezért az inverzi6 szdgtartdsa miatt az A’'B’ egyenes az eredeti abran valoban érinti az AX B koriilirt
korét, vagyis a tiikrozott kort.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy ha az AB egyenesre tiikrozziik az A'B’ egyenest, akkor a kép érinti a k kort, és
ugyanigy a tobbi csticsparra is, mar csak azt kéne belatni, hogy ez az érintési pont mind a harom alkalommal ugyanaz
lesz.

Legyen az A, B cstucsparra ez az érintési pont Fq, a B, C cstucsparra pedig Fs, ekkor a szimmetria miatt elég
belatni hogy E; = FE», és akkor mindharom érintési pontnak meg kell egyeznie.

Tehat tudjuk, hogy X AB< = BX B'< az érint6 szart keriileti szogek tétele miatt, és akkor a bizonyitottak szerint
E1AB<« = XAB« = BXB'«=BTB'«.

Teljesen szimmetrikusan Es AB< = E>CB< = BT B'<«, abbdl pedig akkor az E; és E pontnak meg kell egyezni,
vagy tiikrosnek kell lennie az AB egyenesre; de ezt mindegyik E;, E; parra elmondhatjuk a szimmetria miatt és akkor
ez mar csak tényleg agy lehet, hogy ha az E;, Es, F3 pontok megegyeznek: ha koziiliikk semelyik kett6 nem egyezne
meg, akkor a felezé merdlegeseik egy ponton mennének at, de ez az AB, AC, BC oldalakra nyilvan nem teljesiil. Ha
pedig kett6 megegyezik, a harmadik meg maés, akkor két felez6 meréleges teljesen megegyezne, ami megint csak nem
teljesiilhet két oldalra.

Igy tehat igazoltuk az allitasunkat, és — mint azt korabban megmutattuk — ezzel bizonyitottuk az eredeti feladat
allitasat is.



