I. megoldas. A kivant kitoltés lehetséges. Azt fogjuk megmutatni, hogy egy két kockanyi vastagsagu térrész
kitolthetd a kivant médon, méghozza 4gy, hogy sem alul, sem foliil nincsenek ,kilogd” részek. Ekkor ilyen két kockanyi
vastagsagu térrészek egymasra helyezésével az egész tér kitolthets.

Minden abrank feliilnézeti lesz. Bevezetiink néhany jelolést:

[ ] & ket egyms feletti kocka kil mér mindkettd kitoltott:

7

/A csak az alsé kocka kitoltott;

csak a fels6 kocka kitoltott.
Azokat a kockakat, ahol még sem az als6, sem a fels§ kocka nincs kitoltve, nem jeloljiikk az abran.

Elhelyezziik az els6 testet: [/ 7)

A kovetkezs testet megforditva rakjuk le mellé, tehat 6t kocka a felsé kockarétegben fog elhelyezkedni, egy pedig
az alsoéban. Az utobbi egy kocka éppen az el6z6 test két kockaja kozé keriil (abrankon a fels6 és a jobboldali kozé):
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Gyartsunk tovabbi ilyen alakzatokat. Két ilyet egymasra csdsztatva:

Végtelen sok ilyen alakzat Osszetolasaval a kovetkezd végtelen ,lépcsés alakzatot” kapjuk:

Toljunk 6ssze két ilyen alakzatot:

Végtelen sok ilyen 1épcsés alakzat Gsszetolasaval az egész két kockanyi vastagsagu térrész kitdltése megoldhato.
Mivel sem alul, sem f6liil nincsenek kiloégd részek, azaz a kapott végtelen alakzat alap- és feddlapja is sik, ilyen
alakzatok egymasra helyezésével az egész tér kitdlthets.



II. megoldas. Tekintsiink egy térbeli koordinatarendszert, ahol a testet alkoto kiskockak élei legyenek egységnyiek.
Osszuk fel a teret tengelyparhuzamos, egység éli kockakra, melyek kozéppontjainak koordindtai egészek. A testtel
ugy fogjuk kitolteni a teret, hogy annak kockai egybeessenek a fenti kiskockdkkal. Ekkor a test nyilvan valamelyik
hat ilyen egységkockat fogja kitolteni teljes egészében és semmi mast. Mindegyik kiskocka egyértelmtien megadhato a
kozéppontjainak koordinataival, amik egészek, valamint minden (z;y; 2) (z,y, 2 € Z) szamharmas egyértelmten megad
egy ilyen egységkockat.

Minden z; y; 2z egész szamra az (x;y; 2); (x — 1;y; 2); (v + 1;y; 2); (59 — 15 2); (x5 + 15 2); (x; y; 2 + 1) koordinatak
altal meghatarozott egységkockak egyesitése egy megfelels testet alkot. A tovabbiakban csak azokat a testeket tekint-
siik, amelyekhez van ilyen (z;y; z) szamharmas (z;y; 2z € Z). Egy ilyen test mar egyértelmten megadhato a kozépss
kiskockajanak koordinataival. Tekintsiink egy (xo;yo; z0) kiskockét (xo; yo; 20 € Z). Ez pontosan akkor lesz benne egy
ilyen testben, ha annak (x;y; z) kdzéps6 kockajara (z;y; z € Z)

T = Xo; Y = Yo; z = 20;
r=z9—1; y=yo; z = 20;
r=z0+1; y=uyo; z = 20;

T = To; y=yo—1; z=20;

T = Tg; y=yo+1l; z=z0 vagy
T = To; Y = Yo; 2=z — 1.

Tekintsiik most azon testeket, amik a korabbi feltételeknek megfelelnek és (x; y; z) koordinataju kozépss kockajukra
2+2y+3z = 0 (mod b). Az az allitas, hogy ezek a testek atfedések nélkiil és hézagmentesen lefedik a teret. Ehhez nyilvan
elég belatni, hogy a térben minden egységkockat pontosan egyszer lefedtiink. Ez az el6bbiek szerint pontosan akkor
teljesiil, ha minden (zo; yo; 20) kiskockara az (xo;yo; 20); (Zo — 1; %05 20); (o + 1; 05 20); (zo3yo — 1; 20); (zo3 5o +1; 20);
(z0; yo; 20 — 1) kiskockak koziil pontosan egy a kozépss kiskockaja valamelyik testnek. A konstrukcié miatt ennek az a
pontos feltétele, hogy az xo + 2yo +320; (xo — 1) +2y0+320; (o + 1) +2y0+320; w0 +2(yo — 1) +320; To+2(yo+1) +320;
2o + 2yo + 3(z0 — 1) szamok kozott mindig pontosan egy legyen oszthatod 6-tal. Ez pedig mindig teljesiil, hiszen ez
6 egymast kovets egész szam (ha az els6 szam k, akkor a szamok rendre k, k — 1, k+1, k-2, k+2, k — 3).

Tehat ez a konstrukci6 valoban lefedi a teret atfedések nélkiil és hézagmentesen.



