I. megoldas. Tegyiik fel, hogy az z, y egész szamok kielégitik az egyenletet. A két szadm barmely kozos osztdja
osztja az x2y? — 2® — y® = 1 szamot, vagyis x és y relativ primek. Szimmetria okok miatt elegendd az x > y esettel
foglalkozni. Ha o < 0 lenne, akkor az eredeti egyenlet bal oldalan negativ, a jobb oldalan pozitiv szam allna. Ha z = 0,
akkor 43 +1 =0, y = —1. A tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy « > 0.

Rendezziik at az egyenletet, és mindkét oldalt alakitsuk szorzatta:

x3+1:x2y2 _y3,
(z+1)(2* —2+1) =y*(2® —y).

1. Vizsgaljuk meg elGszor az y > 0 esetet. Ekkor x — 1 > y > 0, ugyanis z, y relativ primek lévén, x = y esetén
x =y = 1 kovetkezne, ami nem ad megoldast. Tehat 22 —y > 2® — 2 + 1 > 0, vagyis sziikégképpen ¢y < 2 + 1. Ha
y? < z lenne, abbdl
Pl®—y)<a®<a®+1=(z+1) (2" —2+1)

kovetkezne, vagyis y°> = = + 1, és ennek megfelelGen 22 — y = 22 — 2 + 1, tehat y = = — 1. Innen (x — 1)2 =x+1,
22 — 3z = 0, vagyis = 3 kovetkezik. Az y értékére pedig 2 adodik.
2. Térjlink at az y < 0 eset vizsgalatara. Az x pozitiv, igy y < z — 1, azaz —y > —x + 1, vagyis

2> —y>azt—z+1>0.

Ezért most az egyenlet szorzatta alakitdsa alapjan y* < = + 1, vagyis y*> < x. Ha y*> < x — 1 lenne, akkor —y < y?
figyelembevételével

(@ —y) <(@z-1)E*+y*) < (@-1D)(@*+2-1) =
=2’ —204+1<2®+1=(z+1)(2® —2+1)

lenne, ami nem lehetséges. Tehat y? = x kell, hogy legyen. Minthogy =, y relativ primek, ez csak = 1, y = —1 esetén
lehetséges.

Az x < y feltételt kielégité megoldasokat x és y szerepének felcserélésével kaphatjuk meg. Ennek alapjin a lehet-
séges (x;y) megoldaspéarok: (0;—1),(3;2), (1;—1), (—1;0), (2;3) és (—1;1). Ezek mindegyike valoban megoldasa az
egyenletnek.

II. megoldas. Az ilyen diofantikus egyenletek megoldasanal célszeri elGszor koriilbeliili nagysagrendi becsléssel
kisérletezni. Ha a két oldal kiilonb6z6 nagysagrendt, akkor a megoldas abszolutértékére felsG becslést kaphatunk,
s ez utdn mar csak véges sok esetet kell megvizsgilnunk. Az alabbi megoldas hatterében is ilyen meggondolas all.
Kozelebbrél egyenletiink esetében azt latjuk, hogy ha példaul z > y és z elég nagy, akkor a bal oldal x> nagysagrendd,
mig a jobb oldalon z%y? all, tehat = nagyjabol y? nagysagrendd. Ha pedig y > z, akkor y nagyjabol 2 nagysagrendd.
Ez az észrevétel a megoldas kiindulépontja: célszertinek latszik az egyenletiinket

(1) zy+ 1= (2* —y)(y* —2)

alakba atirni. Szimmetria okokbdl a tovabbiakban elegendd csak azokat az eseteket vizsgalni, amikor x > y. Ha x = y,
akkor az

x2+1:(3:2—3:)2

egyenlethez jutunk, aminek nincs egész megoldasa. (Két négyzetszam kiilonbsége csak ugy lehet 1, ha az egyik nulla.)
A tovabbiakban feltehetjiik azt is, hogy z — 1 > .

1. Tekintsiik el6szor azokat az eseteket, amikor = és y is pozitiv egészek. Ekkor (1) bal oldala pozitiv, jobb oldalon
az els6 tényezd szintén pozitiv, tehat a masodik is pozitiv, azaz legalabb 1. Igy a jobb oldal alulrél becsiilhets:

(®—y)(y*—2)>2*—y>2’—z+1l=a(x—1)+1>zy+1.

Vagyis (1)-ben a bal és a jobb oldal csak tgy lehet egyenld, ha itt mindeniitt egyenlség all, azaz y = v — 1 és
y?—x = 1. Ez az 2° — 3z = 0 egyenlethez vezet, aminek pozitiv megoldasa = = 3, s ekkor y = 2, ami val6ban megoldasa
is az eredeti egyenletnek.

2. Tegyiik fel masodszor, hogy z pozitiv, y negativ. Az eredeti egyenletben a jobb oldalon all6 kifejezés nem negativ,
tehat a bal oldal sem lehet negativ, ebbdl viszont kovetkezik, hogy x (a pozitiv szdm) a nagyobb abszolatértékd. Legyen
y = —z. Ekkor x > z > 0, és az (1) egyenlet igy alakul:

(2) —zz+1= (2" +2)(z" —x).

Most a bal oldal biztosan nem pozitiv, a jobb oldal els6 tényezGje pozitiv, tehat a méasodik tényezé vagy nulla,
vagy negativ. Utobbi esetben a jobb oldal abszolutértéke nagyobb, mint z2, mig a bal oldalé kisebb, ami ellentmondas.
Marad még az az eset, ha 22 = 2 és 2z = 1. Ebb6l 2% =1, igy az y = —1 és « = 1 megoldast kapjuk.



3. Mindkét valtoz6 nem lehet negativ, mert akkor az eredeti egyenletben bal oldalon negativ szam allna, a jobb
oldalon viszont pozitiv.

4. Marad még az az eset, ha az egyik valtozo nulla, példaul z = 0. Ekkor az egyenlet 3> + 1 = 0, tehat az = = 0,
y = —1 (és forditva, az x = —1 és y = 0) megoldashoz jutunk. A szimmetria figyelembevételével az Gsszes megoldas:

(3;2)a (2;3)7 (1;_1)7 (_1;1)a (07_1)7 (_1;0)'



