I. megoldas. a) Legyen a félhenger sugara r, és a helyzeti energiat tekintsiik a palya legalso pontjananal nullanak.
A mechanikai energiamegmaradas torvénye szerint az m tOmegd test v sebessége a palya legmélyebb pontjan igy
szamolhato:

-
mgr = —muv
g 5 )

v? = 2¢r.

A Newton-egyenlet szerint a kis test és a hasab kozott hato erd F' erd a kérdéses pontban (1. dbra):

F —mg =macp, ahol Qep = —

innen
2

F:mg+mv—:mg+2mg:3mg.
r

2. dbra

b) Vizsgéaljuk most azt az esetet, amikor a hasdb nem rogzitett, hanem surlédasmentesen elcsuszhat a vizszintes
feliileten! Jeloljik az m tomegl test sebességét a palya legaljan v-vel, a M tomegld hasab sebességét pedig u-val
(2. dbra)! (A két test sebessége egymassal ellentétes iranya.) Mivel a rendszerre nem hat olyan kiilsé erd, aminek
vizszintes komponense nullatol kiilonb6z6 lenne, a rendszer Gsszlendiiletének vizszintes komponense mindvégig, igy
a vizsgalando pillanatban is nulla kell legyen:

Mu—mv =0,

Mu = muv.

A mechanikai energiamegmaradas tételét alkalmazhatjuk az m és M tomegi testekbdl allo redszerre:

1 1
mgr = §mv2 + §Mu2,

2mgr = mv? + Mu?,
2mgr = mv® + muw,

291 = uv + v

Abban a pillanatban, amikor az m tomegi test a palydja legals6 pontjan van, tekinthetjiik az M tomegi testet
tehetetlenségi (gyorsuldsmentes) vonatkoztatasi rendszernek.

Megjegyzés. A hasabhoz rogzitett koordinata-rendszer gyorsuld rendszer, amelyben — eredeti alakjukban — nem érvényesek
a Newton-torvények. Abban a pillanatban azonban, amikor v és vele egyiitt u a legnagyobb értékét veszi fel, a koordinata-rendszer
gyorsuldsa éppen nulla, tehat a hasib vonatkoztatasi rendszere inerciarendszernek tekinthetd.

Ebbdl a vonatkoztatasi rendszerbdl nézve a kis test vrelatiy = # + v sebességgel r sugart korpalyan mozog, centri-
petalis gyorsulasa tehét:
(u+ )

Qep =
P r



Irjuk fel az m tomegtd testre a palya legmélyebb pontjan (ahol a hasabra kifejtett eré F eré a megadott 3,5mg
nagysagu) a Newton-féle mozgasegyenlet:

F —mg = macp,

2
35mg —mg = m T
'

2
259 = U0
T

u+v=1/25rg.
Hasznéaljuk fel az energiamegmaradasboél kapott eredményt is:

uv + v? 2rg

ut+v /2519

vagyis a kis test sebessége a palya mélypontjan:

Ebbél a hasab sebessége is megkaphato:

/5
U=1/-1T9g—0
579

és végiil a tomegek aranya is kiszadmithato:

I
=

AN I
g 5 g = 10 g,

1
M v 4
A hasab tomege tehat négyszer akkora, mint a kis testé.

II. megoldas. Szamitsuk ki a két test kozotti F' nyomoderd nagysagat tetszéleges m/M tomegaranyra! Ebbol
m < M hataresetben az a) kérdésre kapunk valaszt, a b) kérdésnél pedig az F = 3,5mg adatbdl a tomegaranyt
hatarozhatjuk meg.

Irjuk le a mozgast az allo, vizszintes feliilethez rogzitett inerciarendszerbdl! Vizszintes iranyt kiils6 erék hianyaban
a rendszer tomegkozéppontja vizszintesen nem mozdulhat el, fennall tehat, hogy

mr=MX,

ahol z a kis test tavolsaga a tomegkozépponton atmend fiigg(ﬁleges egyen&s}c{(ﬁl, X pedig ugyanez a mennyiség a ha-
x
sabra vonatkoztatva (3. dbra). Innen kovetkezik, hogy a v = A7 ésu = AL sebességek aranya is a tomegarannyal
egyenls:

mv = Mu, azaz 4
v
(Az elGjelvalasztas az I. megoldasban hasznalt jeloléseknek felel meg.)
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3. dbra
A mechanikai energiamegmaradas torvényébdl kovetkezik, hogy a kis test palyajanak legmélyebb helyzetében

1 1 1 M u?
imv2 + §Mu2 = Emv2 (1 + el %) = mgr,

ahonnan a sebességaranyok ismeretében adoédik, hogy

e (14 57)
—muv — ) = mgr
5 Wi gr,



vagyis
M

v = /297" .

Vajon milyen palyan mozog a kis test a valasztott vonatkoztatasi rendszerbdl nézve? Abban a helyzetben, amikor

. . ., 1 e . . . . .o . m
a kis test a tomegkozépponttol vizszintes irdnyban mérve x tavolsagra van, a henger kézéppontja X = —z messze lesz

a tomegkozépponton dtmend fiiggbleges egyenestsl. Ha ebben a helyzetben a kis test fliggleges iranyu elmozdulésa y,
akkor fenn kell alljon a

(@ + X)* +y* =1’

kényszerfeltétel (hiszen a kis test rajta kell legyen a félhenger palastjan). Innen X-et z-szel kifejezve az

OEOR

4. dbra
A palya legmélyebb pontjaban, vagyis az ellipszis csticspontjaban a palya gorbiileti sugara:

b2 MV
Q_;_<M+m) "

Megjegyzés. A gorbiileti sugar képlete pl. agy is szarmaztathato, hogy egy tomegpont — amelynek mozgéasa két, egymasra
merGleges irdnyd harmonikus rezgdmozgasbol tevddik ssze — gyorsulasat kétfeleképpen is kiszamitjuk. Legyen

z(t) = acoswt, y(t) = bsinwt,
ekkor ¢ = 0 pillanatban a test sebessége v = bw, gyorsulasanak nagysaga pedig egyrészt aw®, masrészt v* /o alakban is felirhato.
Innen az ellipszis gorbiileti sugara (simulokorének sugara) a nagytengely végpontjaiban:
v? b?
eTwr T

A Newton-féle mozgasegyenlet felhasznalasaval kiszamithatjuk a kis test és a hasab kozott haté F' er6t a palya

legals6 pontjéaban: 2
F—mg=m—,
1
azaz 9
F +m-2gr 21 Mam)© 1 3422
=m m - 2gr . - =m — .
g Tau+m "M ro M

Innen mar egyszertien adodik, hogy ha m <« M, akkor F' = 3mg, és az ' = 3,5 mg érték M = 4m esetén valésul meg.



