I. megoldas. Legyen = az a tavolsidg, amit a traktor az 1100 méteres oldallal parhuzamos iranyban megtesz a
szanton, mialatt a két teriilet hatarvonalanak C pontjahoz ér (1. dbra). Az A pontboél akkor jut a legrovidebb idé alatt
C-be, ha a legrovidebb uton, vagyis egyenesen halad, hiszen a sebessége itt allandé. Hasonléan C' és B kozott is az
egyenes Gt biztositja a legrovidebb idét.

A 1100

51 szanto

z\C 1100 —z

400

S2

600

rét

1. dbra

A megtett utak (minden tavolsdgot m egységben mérve):

s1= V22 +4002 6s sy = \/(1100 — x)% + 6002,

a teljes ut megtételéhez sziikséges id6 pedig

51 52
t= + ,
Uszanto Urét,

ami a sebességek aranydnak ismert értékét felhasznélva

. 451 + 3s2
3Urét

alakba is irhaté. Ez az id6 akkor minimalis, ha a szamlaldja, vagyis

f(x) = 4/22 + 400% + 3\/(1100 — )% + 6002

minimalis.

A minimumot numerikusan (a fiiggvény elegendGen stird, pontonkénti kiszamitasaval), vagy szamitogépes grafikus
abrazolassal, esetleg = szerinti derivalassal kaphatjuk meg. (A derivalt eltinésének feltétele negyedfoka egyenletre
vezet, ennek megoldasa is numerikus eljarast igényel.)

Megjegyzés. A feladat felfoghato optikai problémaként is. A Fermat-elv szerint a fény — geometriai optikai leirasban — olyan
dtvonalon halad, amely az adott kezdd- és végpont kozott a legrovidebb terjedési idének felel meg. A feladatban megadott
sebességarany az optikai problémaban a két kozeg relativ torésmutatojat hatarozza meg. A fénysugar atja — és ebbdl az eredeti
probléma megoldasa — az ismert torési torvénybél kaphato meg, méghozza a derivalas elkeriilésével.

II. megoldas. Nyilvanvalo, hogy a szanton is és a réten is egyenes vonalon érdemes haladni. A keresett itvonal
emiatt egy torottvonal, amely a szant6 és a rét hatarvonalan torik meg. Ezt a toréspontot keressiik meg.

Gondolatban rogzitsiink egy erds rudat a szanto és a rét hatardn. Helyezziink a rudra egy strlodasmentesen cstuszo
gytiriit, és kossiink két kotelet is a gytrtihoz. A kotelek masik végére erdsitsiink egy m és egy 0,75 m tomegi testet.
Az A és B pontoknal assunk egy-egy (elegendGen mély) godrot. A nehezebb testet engedjiik (egy idedlis allocsiga
segitségével) az A pontnal levs godorbe, a konnyebbet pedig a B pontnal levd godorbe. Megmutatjuk, hogy a rendszer
egyensulyi helyzetében a kotél vonala megegyezik a traktor szamara optimalis (legrévidebb ideji) utvonallal.

A rendszer akkor van statikus egyensulyban, ha a helyzeti energiaja a lehetd legkisebb. Itt a két test gravitacios
potencialis energidja a rendszer helyzeti energidja, ezt kell minimalizalni. Ha a kotelek hossza ¢, a szant6 felett huzodé
kotélszakasz hossza s, a rét f6lottié pedig so, a helyzeti energia:

—mg(f —s1) — 0,75 mg(f — s2) = —1,75mgl + mgs1 + 0, T5mgss.

Ez akkor minimalis, ha s; + 0, 75 s is az. Ez pedig akkor, ha -Szorosa:

Uszanto

51 52 51 52
+ 7 = + -
Uszanto 3 Uszant6 Uszanto Urét,

is minimalis. Kénnyen lathato, hogy a fenti kifejezés éppen a traktor mozgésanak ideje. Ha tehat a kotél a traktor
szamara optimaélis utvonalon helyezkedik el, a rendszer potenciélis energidja minimalis, vagyis a rendszer nyugalomban
marad.



Egyensulyi allapotban a gytrtire nem hat rid irdnyu erd, ett6l ugyanis elmozdulna. A kotelekben ébredd eré mg és
0,75mg. Ezeknek rud irdnyd komponensei kiegyenlitik egymast, nagysaguk egyenls kell legyen. Legyen az A pontbol
indul6 kotélnek a rudra éllitott merdlegessel bezart szége «, a B-bdl induldé pedig 5 (2. dbra). Az egyes kotelek altal
kifejtett rad irdnyu ers: mgsin a és 0,75 mgsin 5. Egyensiily esetén ezek egyenlSk, amibdl

sin o

= 0,75.
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2. abra

Ilyen tulajdonsaga pont csak egy van (hiszen a gytrtt valamelyik iranyban mozgatva az egyik kotélers rad iranyt
komponense monoton csokken, a masiké pedig monoton n&). Taldlgatassal, vagy modszeres kereséssel megkaphato,
hogy amikor a gytiri a rad A-hoz kozelebbi végétdl 300 méterre helyezkedik el,
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Sinag = —— =" =06 és sinf= = =
V3002 + 4002 500 & V6002 + 8002 1000

ebben a helyzetben tehat valoban teljesiil az egyenstlyi feltétel.
Az optimalis atvonal ezek szerint a kovetkezs: a traktor egyenesen kell haladjon az A pontbodl a szantd és a rét

hatarvonaldra, annak A-hoz kozelebbi végétsl 300 méterre levé pontjaba. Innen menjen egyenesen a B pontba. Ez a

leggyorsabban megtehetd at.
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