I. megoldas. Legyen A mindazon jatékok halmaza, amelyekben az A jatékos nyer, mig a B halmaz tartalmazza
a B altal megnyert jatékokat. Az A és B halmazok kozott kolesonosen egyértelmd megfeleltetést hozunk létre, ha egy
A altal megnyert G jatéknak az a G’ jaték lesz a parja, amiben minden labdamenetet épp a masik jatékos nyer meg,
mint ahogyan az G-ben tortént. Azt mutatjuk meg, hogy tetszdleges G € A jaték esetén

P(G) < 2p*(P(G) + P(G")).

Ha ezt megtessziik, akkor

P(A nyer) Z PG Z 2p? (P(G) =2p? Z )+ P( GI)) =

GeA GeA GeA

= 2192( Z P(G) + Z P(G)> = 2p% . P(a jaték veget ér) < 2p?,
GeA GeB

azaz bebizonyitottuk a feladat allitasat.

Ha a G jatékban A l-szer és B k-szor nyert labdamenetet, akkor abbdl, hogy a B jatékos ¢ = 1 — p valosziniiséggel
nyer meg egy labdamenetet kapjuk, hogy P(G) = p' - ¢*, illetve P(G') = p* - ¢!, tovabba a jaték definici6ja miatt
m =1 — k> 2. Azt kell tehat igazolni, hogy p'-¢" < 2p*(p'-¢" +p*-¢'), ami azzal ekvivalens, hogy p™ < 2p*(p™ +¢™).

Vilagos, hogy (p — q)2 > 0, ahonnan 2p? + 2¢*> > p*> + 2pg + ¢* = (p+ q)2 = 1 adoédik. Innen

P < (2% +2¢°)p™ = 2p°p™ + 2¢°p™ < 2p°p™ + 2¢™p” = 207 (P + ¢™),
ahol az utébbi egyenlStlenség m > 2 és ¢ > p miatt igaz. Nekiink pedig éppen ezt kellett bizonyitanunk. [
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Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy ha p < 3 akkor 2p? < p, és csakis akkor van egyenldség, ha p = 3 vagy p = 0.
Az A jatékosnak tehat rosszabb az esélye a gyGzelemre, mint egyetlen labdamenet megnyerésére.
Az 1. megoldasban talalhato parbaallitasi otlet egyediil Paulin Roland dolgozataban fordult els. A feladatot szin-
tén megoldo tovabbi versenyzék mindegyike az ilyen feladatokra szokvanyosabb szamolasos megoldassal ért célt. Az

alabbiakban erre mutatunk egy példat.

II. megoldas. Vegyiik észre, hogy ha hat labdamenet utan még nincs gy6ztes, akkor mindkét jatékos éppen harom
labdamenetet nyert. Vilagos, hogy annak a valoszintisége, hogy az A jatékos k egymas utani jatszmabol -t nyer meg

k
(l)plqk ! ahol ¢ := 1 —p a B jatékos esélye egy labdamenet megnyerésére. Figyeljlik meg, hogy ha a jaték legfeljebb

ot labdamenet utédn véget ér, akkor a végeredmény akkor sem valtozik meg, ha a jatékosok végigjatsszék az els6
hat labdamenetet, hisz a vesztes még ekkor is csak legfeljebb két labdamenetet nyerhet. Az A jatékos gy6zelmének
valoszintisége tehat

P(A nyer) = p°® + 6p°q + 15p* ¢ + 20p°¢*r

ahol az els6 tag a 6 : 0-&s, a masodik az 5 : 1-es, a harmadik a 4 : 2-es gy&zelem valoészintsége, r pedig annak a
valoszintsége, hogy 3 : 3-as 4llas utan az A jatékos gy6z. A 3 : 3-as allasnal vagy valamelyik jatékos megnyeri a soron
kovetkez6 két labdamenetet és gydz, vagy mindkét jatékos egy-egy labdamenetet nyer, aminek a valészintisége 2pq.
Az igy kialakult helyzetben azonban mindkét jatékos gyGzelmi esélye azonos a 3 : 3-as helyzetbeli esélyével. Tehat

r = p* + 2pgr (hiszen A p? eséllyel nyeri meg a soron kovetkezs ket labdamenetet), azaz r = T 990" Azt kaptuk
— 4pq
tehat, hogy
2
P(A nyer) = p° + 6p°q + 15p*¢* + 20p3q3%.
—2pq

1 1\* 1 1
Nyilvan pg=p(l —p)=- — (p— = | < -, ahonnan < 2 adodik. Ezt felhasznalva
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Egyenlgség pedig (p > 0 miatt) pontosan akkor all, ha p? =0 vagy ha p? = i azaz, ha p =0 vagy p = 3 O



