Megoldas. Legyenek a graf csucsai A, Ao, ..., A,, az A; fokszaméat jelolje a;. Az A;-vel szomszédos csicsok
halmaza B;, az A;-vel nem szomszédos csucsoké pedig C;. A feladat feltétele szerint C; minden elemének létezik
szomszédja B;-ben. Ezért a B;-beli cstcsok fokszamanak Osszege legalabb |B;| + |Ci| = n — 1. Ezeket az értékeket
1 = 1-t6l n-ig Gsszegezve legalabb n(n — 1)-et kapunk. Ebben az 6sszegben minden cstcs annyiszor szerepel, amennyi
a foka, igy

n*—n=al+a3+...+a2>n(n-1).

Mivel itt egyenléség van, valamennyi becslésben egyenlGség teljesiil, azaz minden C;-beli cstcsnak pontosan egy B;-
beli szomszédja van, és semelyik két B;-beli csics nincs egymassal osszekotve. Ez gy is fogalmazhato, hogy a graf
tetszleges csticsanak semelyik két szomszédja kozott nem halad él. Ebb6l kovetkezik, hogy a graf nem tartalmaz
3-hossziisagn kort. Igy azonban 4-hosszisagu kor sem lehet benne. Ha ugyanis Ay, Ao, A, A4 egy ilyen kor cstcsai
az 0sszekotés sorrendjében, akkor — 3-hosszusagu kor nem lévén — As € C1, Ag, Ay € By, és As-nak két szomszédja is
van Bi-ben: As és Ay, ami ellentmondéas. A legrévidebb kor hossza tehét legalabb 5. Ha a graf egyetlen 5-hosszusagu
kor, akkor teljesiil a feladat valamennyi feltétele; a legrovidebb kor hossza tehat lehet 5. Megmutatjuk még, hogy a
legrovidebb kor sosem lehet 5-nél hosszabb. Egy 5-nél hosszabb legrévidebb A As, ..., Ax_1 Ak (k > 6) kérben ugyanis
példaul az egymassal 6ssze nem kotott Ay és Ay cstcsoknak nincs kozos szomszédja; ha ugyanis P mindkettGjilikkel
ossze lenne kotve, akkor Ay As A3 A4 P 5-hossztisagi kor lenne, ami ellentmondas. Igy viszont a graf nem teljesitené a
feladat egyik feltételét.

A legrovidebb kor hossza tehét csakis 5 lehet.



