
Megoldás. Jelölje a háromszög szögeit a szokásos módon α, β és γ. Szorozzuk meg az abc = a+ b+ c egyenl®séget
sin γ

c
-vel és alkalmazzuk az ab sin γ = 2t összefüggést, valamint a szinusztételt:

2t =
abc sin γ

c
=

a sin γ

c
+

b sin γ

c
+

c sin γ

c
= sinα+ sinβ + sin γ.

Ezzel a bizonyítandó állítás

2 < sinα+ sinβ + sin γ ≤
3
√
3

2
.

Mivel az f(x) = sinx függvény a

[

0;
π

2

]

intervallumon alulról szigorúan konkáv, a Jensen-egyenl®tlenség szerint

sinα+ sinβ + sin γ

3
≤ sin

α+ β + γ

3
= sin 60◦ =

√
3

2
,

ahol egyenl®ség 
sakis az α = β = γ = 60◦ esetben áll fenn. Ezzel a fels® be
slést beláttuk.

Az alsó be
slés bizonyításához szintén a szinuszfüggvény konkávságát használjuk. Ebb®l ugyanis következik, hogy

a (0; 0) pontot a
(π

2
; 1
)

ponttal összeköt® y =
2

π
x egyenlet¶ egyenes a függvénygörbe alatt halad. Ezért

2

π
α < sinα,

2

π
β < sinβ és

2

π
γ < sin γ.

Ezeket összeadva kapjuk, hogy

2

π
(α+ β + γ) < sinα++sinβ + sin γ.

Ebb®l viszont α+ β+ γ = π miatt rögtön adódik a bizonyítandó 2 < sinα+sinβ+sin γ egyenl®tlenség. Az is látszik,

hogy egyenl®ség nem állhat fenn, és a be
slés nem javítható, mert a szögek szinuszainak az összege tetsz®legesen közel

lehet 2-höz például azokban az egyenl®szárú háromszögekben, melyeknek alapon fekv® szögei majdnem derékszögek.
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